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Introduction 



L'objectif de cette thèse est de résoudre une conjecture, dûe à I. Dol- 
gachev et énoncée par Y. Laszlo dans [19], concernant l'espace des modules 
des fîbrés vectoriels de rang 3 avec déterminant trivial sur une courbe don- 
née de genre 2. On va d'abord énoncer un résultat de géométrie algébrique 
classique obtenu par Coble au début du XXème siècle, ainsi que quelques 
généralités et résultats sur les espaces des modules de fîbrés vectoriels afin 
de préciser le contexte dans lequel se place la dite conjecture. 

Soit A une variété abélienne complexe de dimension g et soit L un fibré 
en droites sur A qui définit une polarisation principale. Pour un entier fixe 
d > 1 on note V d = H°(A, L m ). On considère <p d : A -» F(V d ) 1 l'application 
définie par les sections globales de L® d . Rappelons que pour d > 3, ip% est un 
plongement, tandis que ip2 induit un plongement de la variété de Kummer 
^4/{±l} dans P(V2), lorsque (A, L) est indécomposable. Soit A[d] le sous- 
groupe fini des points d'ordre d en A ; A[d] agit sur A en préservant le fibré 
L® d , donc agit sur P(V^) de manière que tp d est A[d]-équivariant. 

Théorème 1 (A. Coble ) 

a) Soit g = 2. 7/ existe une unique hypersurface cubique A[3]-invariante dans 
P(Vs) ~ P 8 singulière le long de ips(A). Les polaires de cette cubique engen- 
drent l'espace des quadriques dans P(V-j) contenant <ps(A) [9J. 

b) Soit g = 3. Il existe une unique hypersurface quartique A[2]-invariante 
dans P(V^) — P singulière le long de (f2(A). Les polaires de cette quartique 
engendrent l'espace des cubiques dans P(Và) contenant (f2(A) [10]. 

Comme on le verra par la suite, il y a un lien étroit entre les observations 
faites par Coble il y a presque un siècle et quelques résultats, beaucoup plus 
récents, concernant les espaces des modules de fîbrés vectoriels. 

Soit C une courbe lisse, projective et connexe de genre g > 2. Rappelons 
que la jacobienne JC paramètre les fîbrés en droites de degré sur C. On 
considère J 9 ~ l (variété isomorphe à JC) la variété qui paramètre les fîbrés 

1 Ici P(Vd) désigne l'espace d'hyperplans de Vd 
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en droites de degré g — 1 sur C. Cette variété contient canoniquement le 
diviseur thêta défini ensemblistement par 

6 = {M G J 9 ' 1 | h°(C,M) > 1}. 

Soit SUc{r) l'espace des modules des fibrés vectoriels semi-stables sur C de 
rang r et de déterminant trivial. C'est une variété projective irréductible, 
dont le lieu singulier consiste exactement en les points non-stables, sauf si 
r = 2, g = 2. Dans ce cas SUc{2) est lisse. On définit une application 
rationnelle 

9 : SU c {r) — > \r@\ 
telle que 9 (E) est le diviseur de support 

Q E : = {L G J9- 1 | h°(C,E®L) > 1}. 

Pour certaines valeurs de r et de g il existe des éléments E dans SUc{r) tels 
que @e = J 9 ~ l ■ M. Raynaud [30] donne des exemples de tels fibrés vecto- 
riels et des conditions sous lequelles &e définit un diviseur dans J 9 ^ 1 . En 
particulier, les résultats de Raynaud montrent que l'application est bien 
définie pour r = 2 en genre quelconque et pour r = 3 et g = 2, ce qui est le 
cas qui nous intéresse. 

Lorsque r = 2 le système linéaire |2B| est particulièrement intéressant 
parce qu'il contient la variété de Kummer /Ce, i.e. le quotient de la jacobienne 
JC par l'involution a i— > —a. Donc l'application 

JC -► |20| 

a !->■ a + e_„ 

factorise par le plongement k : K-c |20|. La partie non-stable de SUc{2) 
est formée des fibrés vectoriels de la forme M ©M -1 , avec M G JC et donc 
elle s'identifie à JCc- Pour g > 3 ces fibrés forment le lieu singulier de SUc{2). 
On obtient ainsi le diagramme commutatif 




SU C {2) |20| 



On résume dans le théorème suivant les résultats connus sur l'application 
pour les fibrés de rang 2. 

Théorème 2 

a) Pour g = 2, 6 est un isomorphisme de SUc{2) sur |20| ~ P 3 [26] . 

b) Pour g > 3 et C hyper elliptique, 9 est fini de degré 2 sur une sous-variété 
de \2Q\ qui est décrite explicitement dans [11]. 

c) Pour g > 3 et C non-hyper elliptique, 9 est un plongement [15]. 
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Dans le cas où C est une courbe non-hyperelliptique de genre 3, Narasimhan 
et Ramanan [27] ont démontré que 9 est un isomorphisme de SUc(2) dans 
une hypersurface quartique Q dans |20| ~ P 7 . Par la remarque ci-dessus, 
cette quartique est singulière le long de la variété de Kummer ICc- Par 
ailleurs, par le théorème 1 a) il existe une unique hypersurface quartique 
A [2] -invariante dans |2G| qui est singulière le long de ICc- Ainsi la quartique 
Q est justement la quartique de Coble. 

Dans ce travail, on considère une courbe de genre 2 et l'espace des mod- 
ules SLic{3). Par analogie avec le résultat de Narasimhan et Ramanan, 
le théorème principal de la thèse établit le lien entre l'espace de modules 
SlAc{3) et l'hypersurface cubique dans P 8 donnée par le théorème 1 b). On 
a appelé cette hypersurface cubique de Coble. Dans cette situation l'applica- 
tion 

9 : SU C {3) -f |30| ~ P 8 , 
est bien définie et de degré 2. On note i l'involution dans SUc{3) définie par 

i: E^ t*E*, 

où l est l'involution hyperelliptique sur C . On démontre que le lieu de ram- 
ification de 9 est égal aux points fixés par cette involution, autrement dit, il 
est égal à 

{E G SU C {3) | E ~ s l*E*}. 

Soit B l'image de cette hypersurface dans P 8 . On pose A = JC. On considère 
la variété J 1 = Pic 1 (C) et le plongement ipz : J 1 — > |30|*. Le groupe A[3] 
agit sur J 1 et |30|* de manière que ip3 est yl[3]-équivariant. Par le théorème 
1 b) il existe une unique cubique C C P 8 *, A [3] -invariante et singulière le 
long de J 1 . On énonce le résultat principal de la thèse comme suit 

Théorème 3 La variété duale de la cubique de Coble C est l'hypersurface 
sextique B. 

Remarque : La variété J 1 (isomorphe à JC) n'est pas une variété abélienne, 
mais elle contient canoniquement le diviseur thêta O, c'est pourquoi on a 
choisi de considérer cette variété au lieu de la jacobienne JC. 

Esquisse de la démonstration. 

L'outil clef de la preuve est l'action du groupe de Heisenberg H[3>], 
puisque l'on utilise les restrictions aux plans des points fixes par un élé- 
ment du groupe de Heisenberg pour comparer les hypersurfaces C* et B. On 
notera P~ le plan des points fixés par l'élément fj £ 7i[3]. 
Tout d'abord on décrit le lieu de ramification de l'application 9 en termes de 
l'involution i sur SUc{3). On calcule le degré de la variété duale C, donnée 
nécessaire pour montrer que C*nP? = (CflP|)*. Les intersections de C* avec 
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les plans des points fixes sont donc des sextiques planes duales des cubiques 

cnp?. 

D'un autre côté, pour montrer que les sextiques planes BflP? sont en fait 
des courbes duales de certaines cubiques, on fait appel au théorème sur les 
variétés de Prym exposé dans le chapitre 3 de la thèse et prouvé dans un cas 
plus général. 

Le pas suivant consiste à définir deux applications sur les sécantes de J 1 , 
une avec image contenue dans le lieu singulier de C et l'autre avec image 
contenue dans le lieu singulier de B. On démontre que ces deux applications 
coïncident. Ceci et le fait que ces sextiques planes sont complètement car- 
actérisées par leurs points de rebroussement, est suffisant pour montrer que, 
pour tout fj G T~t[3] non nul, C* H P~ et B D P~ est la même sextique. 
L'idée est de prouver que les intersections d'une sextique yl[3]-invariante 
avec les plans P~ la caractérisent complètement. Pour cela, on commence 
par donner une base explicite de (S 6 V) A ^, l'espace vectoriel des sextiques 
A [3] -invariantes dans P . On considère l'application v qui envoie une sex- 
tique dans (S 6 V) A W en la somme directe de ses restrictions aux plans P~. 
A l'aide du logiciel Maple on calcule le rang de cette application. Il s'avère 
qu'elle n'est pas injective. Cependant, on prouve que la différence (à scalaire 
près) des polynômes qui définissent les sextiques C* et B est invariante par 
l, l'involution induite par l'involution hyperelliptique, et que le noyau de v 
est t-anti-invariant. On conclut ainsi l'égalité de ces hyper surf aces. 

Organisation de la thèse. 

La thèse est composée de trois chapitres. Dans le premier chapitre on 
rappelle quelques définitions et résultats sur le groupe de Heisenberg et son 
action sur H°(A, 0^(30)), qu'on utilise dans la deuxième partie. On présente 
également l'équation explicite de la cubique de Coble, utile pour certaines 
preuves, et on explique son origine. 

Le chapitre 2 est entièrement consacré à la démonstration de notre théorème. 
Finalement, dans le troisième chapitre on expose un résultat sur la décom- 
positon des variétés de Prym associées aux revêtements n-cycliques sur une 
courbe hyperelliptique, utilisé dans la preuve de la conjecture. 



Chapitre 1 

Préliminaires 



1.1 Rappels 

On trouvera plus de détails sur les faits qu'on rappelle ici, dans [20], [23], 
[24] et [25]. 

1.1.1 Variétés abéliennes 

Soit V un C-espace vectoriel de dim g et A ~ T? 9 un réseau dans V . 
Une polarisation sur le tore complex A = V/A est par définition la première 
classe de Chern H = c±(L) d'un fibré en droites ample L sur A. Parfois on 
considère le fibré en droites lui-même comme la polarisation. 
La polarisation H est une forme hermitienne sur V dont la forme alternée 
asociée E = ImH prend des valeurs entières sur A. Il existe une base 
Ai, . . . , X g , fii, . . . , fj, g de A, par rapport à laquelle E est donnée par la matrice 



où D = diag(c/i, . . . , d g ), avec d u entiers positifs vérifiant d u \ d u+ \ pour 
1 < v < g — 1. On appelle le vecteur (d\, . . . ,d g ) le type de la polarisation. 
Une polarisation est principale si elle est de type (1,...,1). Une variété 
abélienne est un tore complexe A qui admet une polarisation. Ainsi une 
variété abélienne principalement polarisée (v.a.p.p.) est un couple (A,L) où 
L est une polarisation principale. 

Soit C une courbe lisse non singulière de genre g. On note H°(luc) le C-espace 
vectoriel des 1-formes holomorphes sur C. Le groupe d'homologie H±(C, Z) 
est un groupe libre abelien de rang 2g. L'application injective Hi(C, Z) — » 
H°(coc)* donnée par 7 1— > nous permet de considérer H\(C, TA comme un 
réseau de H°(lûc)*- La variété jacobienne de C, définie par 




JC :=H\ujcT y#i(C,Z) 



1 



2 



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES 



est le premier exemple d'une variété abélienne qui admet naturellement une 
polarisation principale 0/c(0). 

1.1.2 Variétés de Prym 

Soient C et C des courbes complètes non-singulières avec des jacobiennes 
J et J respectivement. Soit tt : C — > C un revêtement double et i : C — » C 
l'involution qui échange les feuilles au-dessus de chaque point de C . On 
définit l'application Norme de tt, en termes de diviseurs, par 

Nnv : «7 -> J 

où € C et rij G Z. Pour tout diviseur S) dans C on a 7r -1 (7r£>) = S) + i(£>), 
d'où 

tt* (Nni^ x) = x + i(x), Va; G J. 
Comme l'application Nm ïï est surjective, ceci montre que 

i(ir*y) = TT*y, \/y G J. 

Donc i| 7ra , J = +1 et i| KcrNmîr = — 1. On définit la variété de Prym de C sur 
C par 

P := (Ker Nm,) = Im(l j-ï). 

Cette variété est une sous- variété abélienne de J (la partie "impaire" de J). 
Dans [24] D. Mumford établit les cas où P admet une polarisation principale. 

Dans le chapitre 3 on considérera une notion de variétés de Prym élargie : 
on considère un revêtement étale n-cyclique tï : C — > C et on définit la variété 
de Prym comme la composante connexe du noyau de la Norme Nin^, qui 
contient G J. À différence des variétés considérées par Mumford, celles-ci 
ne sont pas principalement polarisées. 

1.1.3 Groupe de Heisenberg 

Soit (A, L) une variété abélienne principalement polarisée. Le groupe 
thêta de L de niveau 3 est le groupe 

0{L) = {(ip,rf) \r) e A, (p : t*(L 3 ) L 3 }, 

avec l'opération du groupe donnée par 

On a l'extension centrale de groupes 

1 — ► C* — ^ Ç{L) A[3] — » 0, 
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avec i(a) = (a, 0) et p(ip, rj) = rj et A[3] le sous-groupe fini des points d'ordre 
3. Le commutateur [{ip, rj), (<//, rj')] de deux éléments dans G(L) appartient 
au centre, et induit la forme de Weyl 

e L : A[3] x A[3] -» C*. 

Comme groupe abstrait G(L) est isomorphe au groupe de Heisenberg 

H(3) := C* x (Z/3) 9 x (Z/3) 9 ~ C* x (Z/3) 29 , 

où (Z/3) 9 := Hom((Z/3) 9 , C*), avec la loi de groupe 

(t,x,x*) ■ (s, y, y*) = (st(y*(x) - x*(y)),x + y,x*y*). 

On note ((x, x*), (y, y*)) := y*(x) — x*(y) la forme bilinéaire sur (Tj/3) 9 x 
(Z/3) 9 . La projection (t, i— > (x,x*) définit une extension centrale de 
groupes 

1 — > C* — ► W(3) — ► (Z/3) 29 — c 0. 
Une structure thêta de niveau 3 pour L est un isomorphisme 

a:H{3) ^G(L). 

Par projection sur (Tj/3) 29 , une structure thêta a (de niveau 3) induit un 
isomorphisme 

à : (T/3) 29 ^ A[3], 
tel que le diagramme suivant commute 

1 - C* - G(L) A[3] 

ta à 

1 C* W(3) > (T/3) 29 

De plus, l'isomorphisme à est un isomorphisme symplectique par rapport 
aux formes bilinéaires e L et (-,-). On appelle structure de niveau 3 un iso- 
morphisme symplectique à : {Ta/3) 29 — » -A [3]. 
Considérons le demi-espace de Siegel 

S g = {t G M g (C) I rV,Imr > 0} 

et le groupe modulaire de Siegel 

^{-(c«)-^-)'-(Vô')^(VÔ 9 )}' 

qui agit sur S g par 

M : r ^ M r := (At + B)(Ct + £>) _1 . 
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Soit 

r 9 (3) = {M G T g | M = I 2g mod 3} 

un sous-groupe de T g . Deux éléments r et r' dans S g définissent des v.a.p.p. 
avec structure de niveau 3 si et seulement s'il existe M G r fl (3) tel que 
t' = M T . La variété complexe Œ g (3) := S g /T g (3) paramètre donc les classes 
d'isomorphismes de v.a.p.p. de dimension g avec structure de niveau 3. 

Le groupe Q{L) a une représentation naturelle dans l'espace Va '■= H°(A, L 3 ), 
donnée par 

((ip,r))s)(a) = f a {s{a + 7])), 
où a G A et <p a : t*^(L 3 ) a ~ (L 3 ) a+V -» (L 3 ) a . 

D'un autre côté, si on note V(g) le C-espace vectoriel de fonctions sur (Z/3) 3 
à valeurs complexes, le groupe H(S) agit linéairement sur V{g) par 

((t, x, x*)f)(v) = tx*(v - x)f(v -x), v G (Z/3)f . 

Ceci définit une représentation de H(3) connue dans la littérature comme 
la représentation de Schrôdinger. Toutes les représentations irréductibles 
du groupe de Heisenberg où le centre agit par multiplication sont isomor- 
phes (proposition 3 [23]). Il existe donc un isomorphisme de représentations 
linéaires 

Y>a : V(g) - V A . 

Par le lemme de Schur cet isomorphisme est unique à scalaire près. 
On considère le sous-groupe de 7i(3) 

H[3] := {(t,x,x*) € H(3) | t 3 = 1}. 

C'est une extension centrale non-triviale 

1 — > — > W[3] — » (Z/3) 29 — . 1, 

où /i3 est le groupe des racines cubiques de l'unité. Par restriction, V(g) est 
une représentation linéaire de H[3]. Pour chaque v € (T 1 /3) g soit <5„ G ^(g) 
la fonction caractéristique 



6. 



V 



si i/u 

1 si x = v. 



On a donc 

(t, x, x*)ô v = tx*{v — x)S v - x , 

pour tout (t,x,x*) G ~H[3] . Après avoir fixé un ordre dans (Z/3) s , on ob- 
tient une base canonique {S v } ve (^z/3)s de V(g). L'image de cette base par 
l'isomorphisme ip a correspond à la base de fonctions thêta 



b/3 




(3z;3t), b G CE/3) 9 , z G € 9 
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de l'espace Va, avec r G S fixé. On considère (p = ip T : A — > P(V^) l'appli- 
cation définie par 

(. . . ,X b (z),. . .) 

correspondant au système linéaire |L 3 |. Soit ip a la composée des applications 

A^nvD^HVigT). 

On observe que le groupe A[3] = Ç(L)/C* agit par translations sur A et le 
groupe 

H[3]/ns = W(3)/C* = (Z/3) 2ff 

agit sur P(V(<7)*) par le projectivisé de la représentation duale de H[3] sur 
V(g)*. Ces actions sont compatibles dans le sens où elles vérifient la relation 

<p a {a + T]) = â _1 (ry)(/5 Q (a), Vr/ G A [3], a G A. 

Explicitement, l'action de 7Y[3] sur la base {X;,} est donnée par 

(i,x,x*)X b = ix*(6 - x)X b _ x , 

pour tout (t,x,x*) G H[3] et 6 G (Z/3) 2 . 

Dans la deuxième partie on utilisera seulement l'action du groupe de 
Heisenberg fini H[3] et on le nommera simplement groupe de Heisenberg. 



1.2 La cubique de Coble 

Soit g = 2. Etant donnée une surface abélienne (A,L,a), principalement 
polarisée avec une structure thêta a, le résultat de Coble assure l'existence 
d'une unique hypersurface cubique A[3]-invariante dans P(V^) ~ P 8 , sin- 
gulière le long de <p(A). On cherche à expliciter l'équation de cette cubique. 
Pour cela on utilisera la base de fonctions thêta {X b } de Va- 

Dans [5] (proposition 1), A. Beauville déduit que la dimension de l'espace 
des formes de degré 3 W[3]-invariantes dans Va est égale à 5. Soient K := 
{(l,a:,0) [ x G (Z/3) 2 } et K := {(1,0, x*) \ x* G (Z/3) 2 } sous-groupes 
maximaux de Tù[3]. Un monôme de la forme X ai X a2 X a3 , avec o"j G (Z/3) 2 
est if-invariant si et seulement si o"i+<T2+o"3 = 0. En faisant agir les éléments 
de K sur ce type de monômes et en prenant la somme, on obtient une base 
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de formes cubiques H [3] -invariantes comme suit 



^0 


= E x l 






Fi 


'■= E XbXoi+bX()2+b 
b 


F 2 


'■= E XbXio+bX2o+b 

b 


F 3 


'■= E XbXn + bX 2 2+b 

b 


Fi 


'■= E XbXi2+bX 2 i+b 



b 



Une cubique générale dans (5 3 Va) W ^ est donc de la forme 



(1.1) Fp := f3 F + PxF-i + /3 2 F 2 + p 3 F 3 + p 4 F 4 , 



avec /? = (/?o, /?2, /?3, /?4) des coefficients complexes. 

Par ailleurs, comme est projectivement normal dans P(V^|) ~ P 8 

[17], l'application H°(F 8 , 0(2)) -> F (A, 0a (2)) est surjective et donc la 
dimension de l'espace de quadriques dans P 8 qui contiennent <p(A) est égale 
à 



dimi/ (P 8 ,TA(2)) = dim# o (P 8 ,0(2)) - dimH (A,O A (Q@)) 




oùXa désigne le faisceau d'idéaux correspondant au plongement (p : A ^ P 8 . 
Ainsi, par la proposition 1 [5], les dérivées partielles ^ ^ ^ 2 forment 

une base pour l'espace des hypersufaces quadriques contenant A. Coble avait 
conjecturé que ces quadriques suffisaient pour définir la surface A. Ce fait 
a été démontré par W. Barth dans [2] lorsque A est indécomposable. Ex- 
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plicitement, A est définie comme l'intersection des quadriques suivantes [2] 



QoO '■= PqXqq + /3iXoiXo2 + 02 -^10-^20 + 3 X\\X22 + 4 XnX21 

Qoi : = 0()Xq 1 + /^l ^02^00 + filX\\Xi\ + (3?,Xi2X20 + I3aX\qX22 

Q02 '■= (3qXq 2 + 01 -^00^01 + 02 -^12-^22 + /33^10-^21 + 4 X\\X2O 

<2lO : = A)^10 + ft\X\\X\2 + /32^20^00 + /33 ^21^02 + 4 X22Xq\ 

<3ll := + /?1 ^12-^10 + #2 -X2I-X0I + /?3^22^00 + /?4^20^02 

<3l2 : = PqX 12 + PiXiqXu + /?2^22^02 + /33^20^01 + /34^21^00 

Q20 : = A)^20 + Pl X.2\X 2 2 + /?2 -^OO-XlO + 3 Xq\X\2 + /Î4^02^11 

Q21 := P0X21 + /?1 -^22-^20 + 02Xq\X\i + /?3^02^10 + /?4^00^12 

Q22 := A)^22 + $1X20X21 + /?2^02^12 + /?3^00^11 + 4 Xq\Xiq. 



On donnera un bref aperçu du lien entre les paramètres = (0q, 0i, 02, 3 , 0a) 
et la surface abélienne A qui est l'intersection des quadriques ci-dessus. On 
considère l'involution i:sh —a sur A qui agit sur les coordonnées de Va 
par 

t-x b = x^ b , be{z/3) 2 . 

Cette action induit une décomposition de P 8 dans un espace P+ i-invariante 
et un espace P?_ i-anti-invariante. Soient 



Yo 


■— Xqo 










Y-l 


:=\(X 01 


+ X02) 


Zi 




- X02) 


Y 2 


:=\(X W 


+ X20) 


z 2 


= 


- X20) 


Y 3 


:=l(Xn 


+ X22) 


Z 3 




— X22) 


Y 4 


■= V x * 


+ X21) 


Z A 


= V x * 


-X21) 



des coordonnées de P^_ et P?_ respectivement. Les 16 points de 2-torsion de 
A sont les seuls points fixes par l'involution t, donc 



A n V\ = {6 points de 2-torsion impairs} 
{10 points de 2-torsion pairs}. 



Anw\ = 



Dans les coordonnés Yi et Zj les quadriques Q b prennent la forme [2] 



/ Qi \ 

Q2 
Qs 
Qa 
\Q 5 ) 



f/ Y o 

Y, 2 

Y 2 2 
Y 3 2 
\Yi 



Y{ 
Y G Y l 
Y 3 Y 4 
Y 2 Y 4 
Y 2 Y 3 



Y 2 

ï 2 

Y 3 Y 4 
Y Y 2 
Y 1 Y 4 
Y!Y 3 



Y 2 
Y 2 Y 4 
Y X Y 4 
YoY 3 
YiY 2 



yi \ 

Y 2 Y 3 
Y X Y 3 
YiY 2 
Y Y 4 ) 



+ 
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-z\ 


7 2 
_Z 2 


y2 


-zl \ 
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zl 





—Z3Z4 


— Z 2 Z A 


—Z2Z3 




zl 


Z3Z4 





Z\Z A 


—ZIZ3 




zl 


Z 2 Z A 


—Z\Z± 





Z\Zi 




\z\ 


Z2Z3 


Z1Z3 


— Z\Z2 


) 


) 







( Qe 

Qi 
Q 8 
V Q9 



( 



-diZi 
-P2Z2 
-P3Z3 
-P4Z4 



-PsZ 4 



20 O Z 1 

-P4Z3 



—P2Z4 — P4Z2 
—P2Z3 — P3Z2 



(3 3 Z A - 4 Z 3 

2p Z 2 
P1Z4 — P4Z1 

1 Z 3 + 3 Z 1 



P4Z2 — P2Z4 
0iZ 4 + &Z1 
2PoZ 3 
± Z 2 - 2 Z 1 



\ 



P2Z3 — P3Z2 
faZ 3 - P3Z1 
1 Z 2 + 2 Z 1 

2PoZ 4 ) 



( Yo \ 

Yi 
Y 2 
Y 3 
V Y A ) 



Les restrictions des quadriques Qi à P?_ est données par 



l ql \ 
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-zl 


7 2 
Z 2 


-zl 


-zl \ 


/ 


00 
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<?2 




f zl 





— Z3Z4 


— Z2Z4 


— Z2Z3 




01 




Q3 




zl 


Z3Z4 





Z\Z A 


—ZIZ3 




02 




<?4 




zl 


Z2Z4 


—Z\Z A 





ZIZ2 




03 




V 15 ) 




\z\ 


Z2Z3 


Z1Z3 


—ZIZ2 


/ 


V 


04 


I 



(Qij(z)y0. 



Les quadriques qi définent l'application de Steiner : — » P 4 sur les 
points z G P?_ tels que la matrice qij est de rang 4. L'application envoie 
z sur le noyau de la matrice qij. Les 6 points de 2-torsion de l'intersection 
A n Pi ont tous la même image par 0, autrement dit : P?_ — ► P 4 est 
de degré 6 sur son image. Coble a montré ( [16] pag. 190) que l'image de 
cette application est la quartique de Burkhardt. La quartique de Burkhardt 
est la seule quartique dans P 4 invariante par l'action du groupe unitaire de 
reflexions P5p(4,Z/3). 

Le théorème suivant (5.3.4 [16]) résume cette situation 

Théorème 1.2.1 II existe une application PSp(4, Z/3)-équivariante et biréguliere 
d'un ouvert de Zariski de la quartique de Burkhardt dans un ouvert de Zariski 
de l'espace de modules (2(3) 

Pour plus de détails sur les propriétés de la quartique de Burkhardt voir 
[16]. ~ 



Chapitre 2 



Preuve de la conjecture de 
Dolgachev 

2.1 L'application 9 

Dans tout ce travail on considère une courbe projective C complexe non 
singulière de genre 2. Soit JC la jacobienne de C et J 1 la variété (isomorphe 
à JC) qui paramètre les fibrés en droites de degré 1 sur C. Dans la suite on 
notera h°(Ç) au lieu de hP(C,£) pour tout fibré £ sur C. Soit le diviseur 
thêta canonique dans J 1 défini ensemblistement par 

e = {t€j 1 \h°(o>i}- 

On note A4 l'espace des modules des fibrés vectoriels semi-stables de rang 3 
avec déterminant trival. C'est une variété projective, dont les points peuvent 
être identifiés avec les classes d'isomorphisme de fibrés vectoriels qui sont des 
sommes directes de fibrés vectoriels stables de degré 0. 
On considère l'application 

6: M — ► |30| ~ P 8 

qui associe à un fibré E le diviseur de support 

9 £ :={ÇG J 1 \H°(C,Ç®E)Ï0}. 

On vérifie que @e £ |30| (cf. §2 [3] ) et par le corollaire 1.7.4. [30], l'ap- 
plication est bien définie. Cette application a été étudiée pour des courbes 
de genre g > 2 et de rang r = 2 dans [3] et [27] et pour un rang quelconque 
dans [6] et [4]. 

Pour tout fibré en droites L G J 1 on définit 

Ol = {E € A4 | h°(E®L) > 1}. 



9 
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Il s'avère que &l est un diviseur de Cartier dans A4 [12]. Le fibré en droites 
associé C := 0.m(0l) ne dépend pas du choix de L ; il est appelé le fibré 
déterminant. Le partie i) du théorème suivant montre qu'il est canonique. 

Théorème 2.1.1 [12] 

i) Le groupe de Picard Pic(A4) est isomorphe à Z, engendré par 0(©l). 

ii) Le faisceau canonique de A4 est isomorphe à 0(—6@l). 

Remarque : Le diviseur Ql est connu dans la littérature comme le diviseur 
thêta généralisé puisque dans le cas n = 1 la définition correspond au diviseur 
thêta dans J 1 . De même, par analogie avec les fibrés de rang 1, les sections 
du fibré C k sont souvent appelées fonctions thêta généralisées. 

Théorème 2.1.2 // existe un isomorphisme canonique (à un scalaire près) 

H°(M,C) -^iïV 1 , 0,1(30))*, 
qui rend commutatif le diagramme suivant 



C 




Le théorème 2.1.2 est démontré en général dans [6] pour g > 2 et pour 
un rang quelconque. Il en découle que C = 0*0(1), où 0(1) est le fibré 
tautologique dans |30| ~ P 8 . 

Lemme 2.1.1 L'application est de degré 2. 

Démonstration : Le degré de est égal au nombre d'intersection c±(C) 8 . 
Pour calculer ce nombre d'intersection on utilisera la formule de Verlinde 
qui donne la dimension des espaces vectoriels H°(A4, £ k ). 

Proposition 2.1.1 [31] [32] Formule de Verlinde pour n = 3, g = 2. 



fc + 3 



2 



OU 



dimtf u (.M,£ fc ) = 3 — — V w (k + 3) 



Vi, m , n (k)= 2^ (, sm xJ r m Tj l sm ' 



a,b>0 
a+b<k 



pour k, l,m,n G IN. 
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Le terme de droite de cette formule est un polynôme en k et son coefficient 
dominant est 01 ^ . Dans son article (cf. §2 [32]) Zagier donne une formule, 
en termes de nombres de Bernoulli, pour le coefficient dominant de Vh t h,h, 
avec h = g — 1 : 



r=0 ^ 



Ah - 2r - l\ B 2r B t 



2/i-l ) (2r)! (6h - 2r)! 



Pour h = 1 on obtient ui,i,i = j^yï et donc ci(£) = 2. 

□ 

Le lemme 2.1.1 a été prouvé d'une autre façon par Y. Laszlo dans [19] 
(Section V.). Notons B C M. le lieu de ramification de l'application 6. 

Lemme 2.1.2 L'hyper surf ace B est de degré 6. 

Démonstration : Comme 6 est un revêtement double sur P 8 il existe un fibré 
en droites 0{5) sur P 8 tel que 

0*O M = C P 8 ©C P 8(-(5), 

et donc B G |0 P 8(2<5)|. On sait que dans cette situation (Lemme 17.1 [1]) on 
a la relation suivante 

K M =6*{K v s+5), 

où K_\4 et K F s désignent les diviseurs canoniques de Ai et P 8 . Par le 
théorème 2.1.1 i) on a 

0*(O P s(K P s + 5)) ~ e*(O r s(ô - 9)) ~ O m (-6@ l ), 

d'où on en déduit ô = 3 et donc que B est de degré 6. 

□ 



2.2 Le lieu de ramification de l'application 9 

Le but de cette section est de décrire le lieu de ramification B en termes 
d'une certaine involution sur M.. Soit i : C — > C l'involution hyperelliptique. 
On note i l'involution sur Ai définie par 

L *E*, 

où E est un représentant d'une classe d'isomorphisme de fibrés semi-stables 
et E* son fibré dual. 

Proposition 2.2.1 L'involution i commute avec l'application 9. 
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Démonstration : Il suffit de démontrer, au niveau des supports de diviseurs, 
que Q l *e* = ®E- D'abord, observons que 

L *e E = {t*£G J 1 | h°(E®Ç) ^0} 
= {£€ J 1 | h°(E®L*Ç) ^0} 
= {£G J 1 | h°(L*E®Ç) ^0} 
= ©(,*£■ 

Rappelons que l'involution t* restreinte à J 1 est donnée par £ i— > (g> ujc, 
où ojc est le fibré canonique sur C . Comme x{E* <8> £) = on a 

Q E * = {ÇG J 1 I h°(E*®£) ^0} 

= G J 1 | (g) (8) wc) 7^ 0} 

= G J 1 | h°(E®i*Ç) ± 0} 

= i*e £ . 

Ainsi on obtient que 

e L * E * = i*e E * = (i* o i*)e E = e E . 

□ 

Pour conclure que i est l'involution associée au revêtement double 6, il faut 
montrer que cette involution n'est pas triviale. Pour cela on va exhiber un 
fibré E G M tel que i(E) ¥ E. 

On considère un fibré vectoriel F sur C de rang 2 et de degré 1. On note 
W = End F le fibré d'endomorphismes de F et Wq = End F le noyau de 
l'application trace 

Tr:W -» O c , 

i.e. Wq est le fibré des endomorphismes de F de trace nulle. Donc rgWo = 3 
et detl^o - O c . 

On cherche un fibré F tel que Wq soit stable parce que dans ce cas la S- 
équivalence dans M. coïncide avec l'isomorphisme de fibrés. Soit e>2,A l'es- 
pace des modules de classes d'équivalence de fibrés stables de rang 2, avec 
déterminant isomorphe à A, supposé de degré 1. 

Lemme 2.2.1 Soit F € S^^x, pour que End n(F) soit stable il faut et il suffit 
que F ne soit pas isomorphe à F ® a pour tout a G JC[2] non nul. 

Démonstration : Soit F G «S2,A- Supposons que End (F) n'est pas stable. 
Donc, il contient un sous-fibré L tel que degL > et rgL < 3 . Supposons 
rgL = 2. Observons que 

End(F)* ~ End(F*) ~ End(F), 

d'où il découle que End (F)* ~ End (F). En prenant le dual de la suite 
exacte : 

— > L — ► Enda(F) — ► Q — ► 0, 
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où Q est le fibré quotient de rang 1, on obtient la suite exacte 

— >Q* — ► Endn (F) — ► L* — ► 0. 

Comme deg Q* = — deg Q = deg L on peut donc supposer que L est un 
fibré en droites. Le morphisme injectif non nul L End (F) induit un 
homomorphisme 

u : F — > F^L' 1 , 

non nul de trace nulle. Comme F est stable, le morphisme u est nécessaire- 
ment un isomorphisme ; alors F ~ F g> L -1 et on a 

A ~ A 2 F ~ A 2 (F <g L' 1 ) ~ A <g L~ 2 , 

donc L 2 ~ Oc 1 , i.e., L € JC[2]. L'hypothèse sur F entraîne L ~ Oc, donc 
îi est un endomorphisme de F. Par ailleurs, les endomorphismes d'un fibré 
stable sont des homothéties ; or, comme u est de trace nulle, il est nécessaire- 
ment l'homomorphisme nul, ce qui nous donne une contradiction. 
Supposons qu'il existe a G JC[2] non nul tel que u : F (g a — » F. Donc u 
induit un morphisme injectif a — > End (F) = Oc 9 End Q (F), dont la pro- 
jection sur Oc est nulle car a est non trivial. Donc a est un sous-fibré de 
Endp (F), ce qui contredit la stabilité de End Q (F). 

□ 

Étant donné un groupe algébrique G on note OG le faisceau des fonctions 
holomorphes sur C à valeurs dans G. Alors les classes d'isomorphisme de 
G-fibrés sur C sont paramétrisées par le groupe de cohomologie de Cëch 
H l {C,OG). Dans notre situation on a la suite exacte (2.7 [29] ) 

(2.1) — v Pic(C) — v H\C, OGL 2 ) H\C, OSO s ) -» 0, 

où l'application 7r est donnée par F \— y End (F). Prenons F G <S2,A- On a 
donc 

L*Endn(F) ~ EndJ i*F). 

Supposons End (i*F) ~ Endn (F). Donc, par la suite (2.1), il existe a € 
Pic(C) tel que 

t*F ~ F a. 

On a donc 

t*A ~ A 2 l*F ~ A 2 (F (g) a) ~ A a 2 . 

En choissisant A tel que t*A ~ A on en déduit que a € JC[2]. Il suffit 
donc, pour que l'involution i soit non triviale, de démontrer qu'il existe un 
fibré F G £2, A tel que t*F 9^ F (g a, pour tout a G JC[2]. Pour montrer 
l'existence d'un tel fibré dans 52,a 011 va utiliser la description du groupe de 
automorphismes de <S2,A donnée par Newstead dans son article [28]. 
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2.3 Les automorphismes de S2,\ 

Newstead utilise une description géométrique de l'espace de modules S2,\ 
pour expliciter ses automorphismes. On considère le groupe 

G := {{p, M) | p G Aut(C), M G Pic(C) avec M 2 ~ À (g> (p*A)*} 

On munit G d'une structure de groupe donnée par 

(/9i,Mi) • (p 2 ,M 2 ) = {piop 2 ,M 2 ®p* 2 (M 1 )). 

Le groupe G agit sur S 2j \ à droite par 

F-(p,M) = (p*(F)®M), 

pour tout F € S 2i x- On observe que 

det(p*(F) (g) M) ~ p*(A) (g) M 2 ~ À. 

On peut donc définir un homomorphisme naturel $ : G — > Aut(iS2, a) par 

(p,M) i-> {F i-> p*(F) <g> M}. 

Théorème 2.3.1 [28] L'application $ est un isomorphisme de groupes. 

Par le théorème 2.3.1 l'automorphisme de <S2,a donné par F h- > L*F®a n'est 
pas l'identité. Par conséquent, il existe un fîbré F G <S 2 ,A tel que t*F cé F® a 
pour tout a G JC[2]. 

On a donc démontré la proposition suivante 

Proposition 2.3.1 L'involution associée au revêtement 6 est i : F i— > t*F*. 

Corollaire 2.3.1 L'hyper surf ace sextique de ramifications C Al esi définie 
par 

B = {F G A4 | F* ~ s i*F}. 

2.4 Calcul du degré de la variété duale C* 

On cherche à calculer le degré de l'hypersurface C*, l'hyper surf ace duale 
de la cubique de Coble. Soit V : |36|* — |36| ^ P 8 * l'application ra- 
tionnelle définie par les dérivées partielles de C, i.e., 



T> : x 



dF 3F 



dx y n 'dx 8 



où F = est l'équation qui définit la cubique de Coble. La variété duale de 
C est par définition l'adhérence de l'image de la partie lisse de C par l'appli- 
cation V. 

Soit (A, L) une surface abélienne complexe principalement polarisée. Il est 
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connu que l'idéal de la surface A plongée dans P 8 par le fîbré très ample L® 3 
est engendré par des quadriques et des cubiques. Barth a démontré [2] que 
le faisceau d'idéaux T A j w s est engendré par les quadriques qui s'annulent en 
A lorsque A n'est pas le produit de courbes elliptiques. 
Dans notre cas,./ 1 (~ JC) est défini schématiquement par les dérivées par- 
tielles de C, i.e. J 1 est le lieu singulier de la cubique de Coble où l'application 
V n'est pas définie. On considère le diagramme commutatif suivant 

7T \ 

jlC — p8 - - > p8* 

où 7r : P 8 — > P 8 est l'éclatement de P 8 le long de J 1 et E est le diviseur 
exceptionnel. Ici on a pris le plongement i comme celui défini par le fîbré en 
droites 0(36) sur J 1 . Soit h = i*0(l), on a donc h 2 = 9(6.6) = 18. 
Soit e = [E] la classe du diviseur exceptionnel dans P 8 et H la classe d'un 
hyperplan dans P 8 ; on note H := ir*H. Par la proposition 4.4 [13] on a 

d.deg(C*)= [ C!(fO(l)) 7 , 

où d est le degré générique de l'application V. Soit N = iVjiP 8 le fîbré 
normal. Étant donné que le fîbré tangent à J 1 est trivial, les classes de 
Chern totales de iV et de i*T P s sont égales. On a donc 

c(N) = c(i*T F s) = (1 + h) 9 = 1 + 9h + 36/i 2 . 

On note £ := ci(Oe(— 1)) = e\ E et h := ir*(h). Par le lemme 3.2. [13] on a 

6 

c 6 (7r*N ® O e (1)) = ci(OE(l)yce-i(«*N) = 0, 

i=0 

d'où 

(2.2) Ç 6 - 9/i£ 5 + 36/i 2 Ç 4 = 0. 

À l'aide de cette relation on va calculer les produits H r -e 8 ~ r pour < r < 8, 
dont on aura besoin pour le calcul du degré. 

On observe d'abord que /i 2 Ç 5 = — 18 car h 2 = 18. Donc, en multipliant (2.2) 
par h, on obtient 

k 6 - 9h 2 e = o, 

et donc £ 6 /i = —162. En multipliant (1) par £ on a 



Ç 7 - 9hÇ 6 + 36/i 2 Ç 5 = 0, 
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d'où £ 7 = 36(18) - 9(162) = -810. On a 

H r ■ e 8 ~ r = (h r ■ f-r-^E- 

Observons que la transformée stricte de C dans P 8 correspond au diviseur 
3H — 2e puisque le lieu singulier de C est de multiplicité 2 dans C. En utilisant 
le fait que h r = pour r > 3 il en résulte 

f Cl (f0(l)) 7 = (3H -2e)(2H - e) 7 

Jn-l-iC) 

= -3He 7 + 210F 2 e 6 + 2e 8 - 2%He 7 + 384F 8 
= -31hf + 2Wh 2 C 5 + 2£ 7 + 384 
= 6. 

Ceci montre que deg(C*) < 6. On vérifiera ultérieurement (cf. section 2.7 
(2.6)) que d = 1, i.e. deg(C*) = 6. 

2.5 L'application duale sur les sécantes de J 1 

Considérons V : P 8 — ■> P 8 * l'application duale, qui n'est pas définie sur 
le lieu singulier de C. Considérons J 1 = SingC plongée dans P 8 par le système 
linéaire |30|. On note Qi := J^- et Qi les formes bilinéaires associées, avec 
i = 0, . . . , 8. On prend a, b G J 1 et on considère la sécante l de J 1 qui passe 
par a et b. Puisque C est singulière le long de J 1 , la multiplicité de l'intersec- 
tion £nC est au moins 4, ce qui entraîne que la droite £ est contenue dans C. 

Lemme 2.5.1 L'application duale V est constante le long de la droite £, 
i.e. tous les points de £ autres que a,b ont le même hyperplan tangent à la 
cubique C. 

Démonstration : On écrit p = a + tb € l pour t G C. On a donc V(p) = 
T>(a + tb) = [Qo(a + tb,a + tb), . . . ,Qs(a + tb,a + tb)]. En développant la 
forme Qi(a + tb,a + tb) on obtient 

Qi{a + tb,a + tb) = Qi{a,a) + t 2 Qi{b,b) + 2Qi(a,tb) 
= 2tQi{a,b) 

pour tout i = 0, . . . , 8. Donc l'application V ne dépend que de a et b sur la 
droite sécante. 

□ 

Remarque : Observons que par le lemme précédent l'application duale V 
n'est pas bijective sur les points lisses de la droite £. Or, comme C** ~ C, 
l'application duale sur C* n'est pas définie sur l'image de £ par T>, ce qui 
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implique que T> envoie £ sur un point singulier de C* . 

Soit F la forme trilinéaire associée à la cubique C. Donc, l'équation 
linéaire F(a,b,-) = pour a,b G J x ,a ^ b, définit l'hyperplan tangent à 
la cubique en un point p lisse sur la droite a ■ b. Autrement F(a,a, •) = 0. 
On notera ip : J 1 x J 1 — > P 8 * ~ |30| l'application définie par 

(a,&)^{F(o,6,-) = 0}. 

On pose C := 0ji(30) et V := iï^J 1 , £)*. On a le diagramme commutatif 
suivant 

J 1 x J l ---^F{V*) 

A 

7 

F(V®V) 

où (j> est l'application définie par le système linéaire C M C := p\{C) ® p^C) 
et 7 est l'application linéaire donnée par la forme trilinéaire F. Donc, <p est 
définie par un sous-système linéaire de C M C. 

Proposition 2.5.1 L'image de (p dans |3G| ~ P(V*) est non- dégénérée. 

Démonstration : L'action du groupe A[3] sur J 1 induit une action sur J 1 x J 1 
par r]-(a, b) = (a+rj, b+rj). Comme et 7 sont 7Y[3]-équivariantes, alors <p est 
aussi 7Y[3]-équivariante. Soit P(W) l'hyperplan engendré par les éléments de 
l'image de ip, avec W C H®(J l ,C). On en déduit que W est un sous-espace 
stable par l'action du groupe de Heisenberg. Mais on sait que H®{J l ,C) est 
une répresentation irréductible de H[S] alors soit W = 0, soit W = V* . Cela 
entraîne que l'image de <p est non-dégénérée. 

□ 

Dans la suite pour x G Pic(C), on notera @ x le diviseur thêta translaté t*@. 

Lemme 2.5.2 Soit C une courbe de genre 2 et soient a, b G Pic 1 (C) = J 1 
distincts. Il existe exactement deux translatés du diviseur thêta @ x et @ y , 
avec x, y G JC, tels que Q x n Q y = {a, b}. 

Démonstration : Calculer le nombre de diviseurs linéairement équivalents à 
O qui passent par a et b équivaut à calculer le produit d'intersection 

(0 O ■ 6 ) = (6 ■ 6) = 2g - 2 = 2. 

Soit a : C — > Pic 1 (C) le plongement canonique. Puisque l'application — > 
JC définie par 

(p, q) ^O c (p- iq) =a{p) - a{tq) 

est surjective il existe p,q G C tels que a — b = Oc(p — tq). En posant 
x = a(p) — a et y = a(tp) — b, on vérifie que @ x n Q y = {a, b}. 
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□ 

Remarque : La propriété énoncée dans le lemme 2.5.2 est symétrique de 
celle-ci : pour tout x, y G JC ', x ^ y il existe exactement deux translatés a 
et ®b avec a, b € Pic 1 (C) tels que 6 a n 0j, = {x, y}. 

Grâce au lemme 2.5.2 on peut définir une application rationnelle tp : J 1 x 
J 1 — ► |3G| par 

(a, b) Q x + O y + @- x - y , 

où Q x H @ y = {a, b}. Comme pour ip cette application n'est pas définie sur 
la diagonale A C J 1 x J 1 . Considérons les applications ip et (5 définies sur 
J 1 x par 

î/j : (a,p + q) ^ @ a ( p )- a + @ a ( q )- a + @2a-a(j>)-a(q) G |30|, 

et 

(3 : (a,p + q) h-> (a, a + ojc ~ oi(p) - «(<?)) £ J 1 x J 1 , 
où désigne le fibré canonique. 
Lemme 2.5.3 Le diagramme 

J 1 X C( 2 ) 

J 1 x J 1 - - - |30| 

commute. De plus, l'application (3 est l'éclatement de J 1 x J 1 le long de la 
diagonale A. 

Démonstration : Soit (a,p + q) G J 1 x C^. À l'aide du lemme 2.5.2 on a 

ip o (3(a,p + q) = ifj(a,a + lo c - a(p) - a(q)) 

= 4>(a,P + q), 

pour p ^ iq. Le morphisme 7r : C^ 2 ) — > JC donné par 7r : p + g i— > — 
— «((/) est l'éclatement de JC en O.On a donc le diagramme commutatif 
suivant 

J 1 x C( 2 ) 

WX7T 

f3 

^ 7 * 

J 1 x JC - J 1 x J 1 

avec 7 l'isomorphisme donné par (a, £) i— > (a, a + £)• On en déduit que /3 est 
l'éclatement de la J 1 x J 1 le long de la diagonale. 
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□ 

Proposition 2.5.2 L'image de tp dans |30| est non- dégénérée. 
Démonstration : À l'aide du lemme 2.5.2, on obtient que 

îp(a + rj,b + r]) = Q x+V + Q y+V + @- x - y - 2v = t v ■ ip(a, b). 

L'image de ip dans P-ff°(J 1 ,£) engendre donc un sous-espace stable par 
l'action du groupe de Heisenberg, donc égal à Pi7 (J 1 ,£). 

□ 

Lemme 2.5.4 On fixe b G J 1 . Alors ip*0(l) { jl y{b} G |3G|. 

Démonstration : Soit c G J 1 fixé, c / c ^ t(&) où i est l'application induite 
par l'involution hyperelliptique, et soit H c l'hyperplan dans |3G| de tous les 
diviseurs qui passent par c. On a 

Y>*(tf- C )i jlx{6} = {a g j 1 | cg e x + e tf + e_ x _ w , où e^ne^ = {a, 6}}. 

On suppose donc 6, c G J 1 . D'après le lemme 2.5.2 il existe zi,z 2 G JC tels 
que 21 fl G 22 = {6, c}. On prouvera l'égalité suivante 

^( H c)\ Jlx{b} = & zl + @ Z2 + e- zl - Z2 . 

On observe que pour tout a G Zl U G 22 , les diviseurs thêta translatés 
qui s'intersectent en a et b contiennent tous c (cf. Fig.2.1), donc Q Zl + 
Q 22 C ip*{H c )\ 1 . On montrera que le diviseur Q_ 2l _ 22 est contenu dans 

Après une translation on peut supposer b, c G O C Pic 1 (C), i.e. , z\ = et 




FiG. 2.1 - 

Z2 = i(c) — b = t(b) — c, tels que O n 22 = {b, c}. En effet, 

b G 6 22 O b + z 2 = i(c) G G, cee 22 ^c+z 2 = i(b) G G. 
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Soit a G @-z2- On veut montrer que a G ip*(H c )\ Jlx{b} • Plus précisément, 
on montrera que c G O-^-^ où Q x D @ y = {a, b}. Il existe p G C tel que 
x = a{p) — a et y = a(tp) — b. On a donc 

a — Z2 = a — l(c) + b 

= a(p) — x + a(ip) — y — i(c) 
= lûc - i(c) - x - y 

= C-Ï-Î/É0. 

On obtient ainsi c G Q- x -y (cf Fig.2.2). 

Soit a G V ; *(^c)| 7 i x{b} • On veut démontrer que a G 2l +0 22 + 0_ 2l _ 22 avec 
{6,c} = 21 fl 22 . On a 

c G Q x + Q y + 0_a;_ y , avec {a, b} = Q x n Q y . 

Supposons c G Q x . Par le lemme 2.5.2 il existe exactement deux translatés 
du diviseur thêta passant par b et c, on peut donc supposer x = z\ et on 
obtient a G 2l . Si on suppose c G Q y , le même argument montre que 
a G 2l . Prenons c G O-^-y. Pour simplifier, on peut supposer b, c G O, 
avec z\ = et z<i = l{c) — b. On montrera que a G 6_ 22 . Il existe p G C tel 
que x = a(p) — a et y = a(ip) — b. On a donc 

c — x — y = c — a(p) + a — a(ip) + b 

= c — ujc + b + a 

= c — i(b) + a 

= a — Z2 G O, 

et donc a G 0_ 22 , ce qui démontre l'égalité requise. 

□ 

Théorème 2.5.1 Les applications rationnelles <p et ip coïncident. 

Démonstration : Le lemme 2.5.4 implique que ip est définie par un sous- 
système linéaire de L Kl C et les propositions 2.5.1 et 2.5.2 montrent que 
les sous-systèmes qui définissent ip et ip sont tous les deux de dimension 9, 
la dimension de V. On note r^,r^, ces sous-systèmes. On note -B s (r^) et 
B s (T^p) les points base de T v et respectivement. On montrera que la 
diagonale A dans J 1 x J 1 est contenue dans ces lieux de base. 
On fixe c G P(V) et soit H c l'hyperplan associé dans |30|. Alors <p~ l {H c ) = 
{(a, b) | F(a,b,c) = 0} contient A. En effet, vu que J 1 = SingC, alors 
F(x,x, ■) = pour tout x G J 1 et en particulier F{x,x,c) = Vx G J 1 . On 
a donc A C ^(r^,). 

Dans le lemme 2.5.4 on a montré que pour c G J 1 fixé, 
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FlG. 2.2 - 

où 2l n©2 2 = {b, c}. Pour tout b € J 1 on a donc b G V _1 (i^c)| jlx{i)} et ainsi 

A C ^^(Hc). Cela est suffisant parce que les hyperplans H c , avec c G J 1 , 
engendrent P(V*). 

On note X le faisceau d'idéaux de A en J 1 x J 1 . On a montré que T^, r^, C 
H Q { J l x J x ,(£ S £) (g) J). On considère l'involution i : (a, 6) i-> (6, a) sur 
J 1 x J 1 . On notera H°{J l x J 1 , (£G3£) (g>T)+ la partie i-invariante. Comme 
<p(a, 6) = y>(6, a) et ^(a, 6) = ^(6, a), on a r v , 1^ C H°( J l x J 1 , (£ M £) <g> 
X) + .On a la suite exacte 

— ► H Q {J l x J 1 , (£K£)®2T) — ► ff^J 1 x J 1 , £K£) ^ A fl°(A,£B£|J. 

En utilisant la formule de Kùnneth et le fait que H ^ 1 ,/!) (g) H®{J l ,C) ~ 
A 2 H° (J 1 , C)® S 2 H° (J 1 , C) on observe que l'espace H®(J l x J 1 , 
est contenu dans S 2 H a {J l ,C). Donc la suite ci-dessus restreinte à la partie 
i-invariante donne la suite exacte 

— v H ^ 1 x J\ (£ M £) ® 1)+ — ► S 2 H°(j\C) — >H°(J\C 2 ) — ► 0, 

où la surjectivité de la multiplication est assurée par la proposition 7.3.4. [20]. 
En calculant les dimensions de 5 2 fi' (J 1 , £) et H ^ 1 ,^) on trouve que 
la dimension de H Q (J l x J 1 , (£ Kl £) est égal à 45-36=9. Ainsi on 

obtient que = T^ = H®{J l x J 1 , £ M £(— A)) + , donc <p et tp sont définies 
par le même système linéaire. Il existe donc un isomorphisme 7 tel que le 
diagramme 

F(V*) 

<p r 

J 1 X J 1 , ! 7 

^ v 

p(y*) 
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commute. On sait que V* = H°( J 1 , C) est la seule représentation irréductible 
du groupe de Heisenberg où Us agit par multiplication. Puisque tp et ip sont 
7ï[3]-équivariantes, elles définissent des représentations irréductibles de H[3]. 
Par le lemme de Schur l'application linéaire associée à 7 est une homothétie. 
Donc 7 =Id, ce qui achève la preuve. 

□ 



2.6 Sextiques planes 

Considérons une courbe elliptique E et le plongement ^3 : E <^-> P 2 défini 
par le fibre en droites O e {3 • 0). Soit W[3] ~ /i 3 x Z/3 x Z/3 le groupe de 
Heisenberg associé à la polarisation Oe(3 • 0). Comme l'application ip$ est 
7Y[3]-équivariante, l'image est une cubique plane W[3]-invariante. On peut 
choisir des coordonnées Xq,X\,X 2 de P 2 telles que H[3] agit par 

(2.3) (t,x,x*)X b = tx*(b-x)X b _ x 

pour tout (t,x,x*) € 7i[3]. Par rapport à ces coordonnées, l'image de (çm 
est donnée par l'équation 

fx := ^ 3 + x l + x l ~ 3\X X 1 X 2 = 0, 

connue comme la forme de Hesse de la cubique plane. Comme H[3] agit sur 
les dérivées partielles de f\, les neuf points d'inflexion de la cubique forment 
une orbite du groupe TL [3]. 
L'image de l'application 

V:[X ,X 1 ,X 2 ] > 



dfx df x df x 
dX ' dX 1 ' dX 2 



est par définition la courbe duale de E. Dans le cas où E est lisse, la courbe 
duale est une sextique plane avec 9 points de rebroussement comme points 
singuliers, images des 9 points d'inflexion. Puisque cette application est Tï[3]- 
équivariante, la sextique duale est invariante par 7~C[3] et ses points de re- 
broussement forment aussi une orbite du groupe de Heisenberg. Soient Y{ 
pour i = 0, 1, 2, les coordonnées homogènes de P 2 * induites par l'application 
V. 

Une fois qu'on a calculé la dimension de l'espace de sextiques planes Tï[3]- 
invariantes, on peut donner une base explicite pour cet espace, à savoir 

y Q 6 + y6 + Y £, Y$Y? + YqY 2 + iflf, Y^Y^Y* + if + if), Y$Y?Y 2 2 . 



On écrit donc l'équation d'une sextique plane générale W[3]-invariante comme 
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suit 

s := y 6 + y* + y 2 6 + ai (Y 3 if + y 3 y 2 3 + >fy 2 3 )+ 

a 2 YoYiY 2 (Y 3 + *f + Yi) + oslo 2 ^! 2 ^ 2 = 0. 

Pour trouver les coefficients ai en termes du paramètre A on utilisera les 
propriétés des points de rebroussement de la sextique. 

Les points d'inflexion de la cubique sont les points d'intersection de E avec le 
Hessien de E. Un simple calcul exhibe les points d'inflexions comme l'orbite 
du point p = (0 : 1 : — 1). Alors les points de rebroussement de la courbe 
duale sont donnés par l'orbite du point V(p) = (A : 1 : 1). On obtient deux 
équations linéairement indépendantes en évaluant les dérivées partielles 
et Jyj- au point singulier (A : 1 : 1). Pour donner une troisième équation, on 
considère la droite i tangente à la sextique avec multiplicité 3 en V(p). En 
utilisant le fait que cette droite est l'image par V du point d'inflexion en p, 
on trouve que Y\ = Y 2 est l'équation qui définit £ dans P 2 *. Donc, la dérivée 
seconde du polynôme 

S\ Yl=Y2=1 = Y 6 + 2 + Gl (2y 3 + 1) + a 2 Y (Y 3 + 2) + a 3 Y 2 = 0, 

doit s'annuler en Yq = A. On obtient ainsi le système d'équations linéaires 

6A 5 + 6aiA 2 + a 2 (4A 3 + 2) + 2a 3 A = 
6 + 3ai(A 3 + 1) + a 2 A(A 3 + 5) + 2a 3 A 2 = 
9a x A 2 + a 2 (4A 3 + 5) + 4a 3 A = 0, 

qui a comme solution les valeurs ai = 4A 3 — 2, a 2 = — 6A 2 , a 3 = — 3A(A 3 — 4). 
Ceci prouve le lemme suivant 

Lemme 2.6.1 L'équation de E* dans P 2 * est 

F\ := y 6 + Y? + y 2 6 + (4A 3 - 2)(y 3 Y 1 3 + Y 3 Y 2 3 + Y?Y$) 

-6A 2 Y YiY 2 (Y 3 + if + Y 2 3 ) - 3A(A 3 - 4)Y 2 Y 1 2 Y 2 2 = 0. 

Corollaire 2.6.1 Soient E et E' deux cubiques lisses dans P 2 telles que 
leurs courbes duales ont le même ensemble de points de rebroussement. Alors 
E* = (£")*. 

2.7 Le produit des courbes elliptiques 

On pose A := JC. Soit 77 G A[3], rj 7^ et soit / : C v — > C le revêtement 
étale 3-cyclique associé à 77. Rappelons que 

Gal{C v /V l ) = (a,j | a 3 = j 2 = 1, ja = a 2 j) 
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avec j : C v — ► un relèvement de l'involution hyperelliptique i sur C. On a 
montré (cf. 3.1.1) que la variété de Prym P = Prym(C v /C) est isomorphe 
au produit de courbes elliptiques E, q x E n , avec E T] := C v /(j). On écrira 
E à la place de E n s'il n'y a pas de confusion. Soit M la polarisation sur 
P ~ E x E de type (1,3) induite par la polarisation principale de JC T] . Les 
automorphismes a et j induits sur JC V se restreignent à des automorphismes 
de P. 

Lemme 2.7.1 Les automorphismes a et j sur E x E prennent la forme 
matricielle 




respectivement. 

Démonstration : On considère l'isomorphisme ip : E x E — ► P, donné par 
ip(x, y) = x + ay. Puisque a G Gal(C v /C), il vérifie l'équation a 2 + a + 1 = 
dans P C Ker Nmj. En appliquant aàx + ayGP on a 

o~(x + cry) = ox + a 2 y = —y — ay + ax. 

On en déduit que T = ( 1 Z\)- 

En appliquant j à x + ay G P on obtient 

jx + jcry = x + a 2 y = (x - y) - ay, 

puisque par définition j est induit l'identité sur E (cf. section 3.1). On a 
donc que J = (J ~J) . 

□ 

Grâce au résultat suivant (Lemme 5.4 [21]) on connaît la forme de la polar- 
isation M sur E x E. 

Lemme 2.7.2 La polarisation principale O sur JC^ induit la polarisation 
S sur E x E laquelle est invariante par l'action de a. De plus, 

E = [E x {0} + {0} x E + A] G H 2 {E x E, Z) 

où A désigne la diagonale dans E x E. 

En identifiant E avec sa variété duale E via la polarisation canonique, 
l'isogénie 4>m : E x E —> E x E est donnée par une matrice de la forme 
(cf. section 3.2) 

^={1 2)' 
où P est un automorphisme de E. Vu que M est cr-invariant on a 



<f>M °T 1 = T o M , 
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avec T = T l'application duale vue comme automorphisme de E x E. On 
en déduit (3 = —1. On a donc 

K(M) = Ker <j> M = {{x, -x) \ 3x = 0}. 

Notons J l'involution sur E x E donée par 

Remarques : 

1) Les matrices T et J satisfont les relations T 3 = J 2 = 1 et TJ = JT 2 , 
donc elles engendrent le groupe symétrique 63. 

2) On a K(M) = Fix(T) C Fix(J) = A, où A désigne l'anti-diagonale dans 
E x E. 

Lemme 2.7.3 Les automorphismes T et J induisent l'identité dans H°(M). 
Démonstration : Soit # 7^ une section globale du fîbré 0g (0). Alors 

Q=p\ê-p* 2 ê-a*ê G tf°(M), 

où les pi : E x E — > S sont les projections et a : -E x E — » E 1 est donnée par 
y) = x — y. On a donc 

T*6 = T*^i? • T*j£0 • T*a*i? = (-p 2 )*i? • a*i? ■ (-pi)*t? = O. 

Pour tout x € K(M) = Fix(T) on a 

T*t*0 = t*T*6 = t* x e. 

Par le théorème de Stone-von Neuman les sections t*Q, x € K(M) en- 
gendrent l'espace vectoriel H°(M), donc T induit l'identité sur H°(M). De 
même, 

J*6 = J*pî# • J*p* 2 ê ■ J*a*ê = (-p 2 )*tf • • = 9, 

puisque le fibré Oe(0) est symétrique. Comme K(M) C Fix(J) t x et J 
commutent pour tout x G K(M), alors J*t*@ = t*Q. On conclut que J 
induit l'identité sur H°(M). 

□ 

Considérons l'application <pm ■ E x E — > |M|* ~ P 2 , associée à M. Alors 
</9m est une application surjective de degré 6, ramifiée le long d'une courbe 
plane de degré 18 (cf. example 10.1.5 [20]). Le lemme précédent et le fait 
que àegifM = | ©3 1 = 6 impliquent le corollaire 

Corollaire 2.7.1 L'application <fM est un revêtement de Galois avec groupe 
de Galois 63 = (T, J) . 
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Donc ifM se factorise par 



E x E 



Y 



où (fT et tpj sont des revêtements de degrés 3 et 2 respectivement. La surface 
Y a comme singularités les 9 points correspondants aux points fixes par T. 
Donc le revêtement double tpj : Y — > P 2 est ramifié sur une courbe CcP 2 
avec 9 singularités. Comme (çt est étale en codimension 1, le diviseur de 
ramification de ipM est 2>D avec degD = 6. Observons que la restriction de 
f M à l'anti-diagonale donne une bijection entre E ~ A et D, et que (çm 
envoie les 9 points de K(M) = Fix(T) dans le points singuliers de D. 



On considère E plongée dans P 2 ~ |3 • 0|*. Soit A : E x E -> P 2 * l'ap- 
plication qui envoie (x,y) G E x E dans £ x ,-y, l a droite qui relie x à —y et 
soit ô : E — > E 1 x l'application définie par x i— > (x, — x). 



Lemme 2.7.4 7/ existe un isomorphisme X : P 2 * 
gramme suivant commute 



P 2 tel que le 



(2.4) 



c >- E x E > p 2 



<P3-0 



P 2 




où V est l'application duale. 

Démonstration : Il suffit de montrer qu'il existe une droite £ C P 2 * telle que 
A -1 (£) = E x {0} + {0} x E + A = E, puisque M = Oexe{E) (cf. lemme 
2.7.2). Prenons £ la droite d'incidence de l'origine G i£ C P 2 . On a 

A~\£) = {(x,y)eExE\0e£ x ,- y } 

= E x {0} + {0} x E + {(x, y) \ (x) + (-y) +0 = 3-0} 
= E x {0} + {0} x E + A 



En particulier, l'image de (x, — x) par A est la droite tangente à E en x. 



□ 



Corollaire 2.7.2 La sextique D est isomorphe à la duale de la cubique E. 



Pour chaque fj e ïï[3] d'image non- nulle dans A[3], on note P~, le projectivisé 
de l'espace de points fixes par l'action de fj. On utilisera cette notation tantôt 
pour l'action de fj sur V, tantôt pour l'action de fj sur V*. 
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Lemme 2.7.5 Le diagramme 



P 




M ^|36| 

commute. 

Démonstration : Soit L E P. Par la formule de projection on a 

/*£ <8> r? ~ U(L ® f*v) ^h(L® Cn ) ^ f*L. 

Ainsi l'image de P/{cr) dans 1 30 1 est fixée par l'action de rj. Il existe donc 
fj G T~t[3], relèvement de r], tel que l'image de Pj {a) est contenue dans le plan 

n- 

Soit L £ P un fibré en droites et (x, y) son point correspondant dans E x E 
via l'isomorphisme P ~ E x E. On a 

L*{f*L)*~?(UL- 1 )~f*{j*L- 1 ) 

puisque j est un relèvement de l'involution hyperelliptique (cf. section 3.1). 
Le fibré j*L~ 1 G P correspond au point j(—x, —y) = (—x + y, y) € E x E. 
Comme 

a(-x + y,y) = (-y, -x) = J(x,y), 

on en déduit que la restriction de l'involution i à Pj {a} M. correspond à 
l'involution J sur E x E/ (a) sous l'isomorphisme P ~ E x E. 

□ 

Remarque : On observe que l'action de rj € A[3] sur P 8 fixe les trois plans P? 
correspondants aux trois relèvements de 77 dans H[3]. Un de ces trois plans 
est distingué, celui qui contient le diviseur + O^ + O-^, image de f*Oc v 
par l'application 6. 

Corollaire 2.7.3 La sextique D est le lieu de ramification de 0\ p/{a) , i.e. 

D = B n P? 

Définition 2.7.1 Pour chaque r\ G A[3] non-nul, on note D v l'intersection 
de la sextique B C |30| avec le plan P? de points fixes par l'action de 77 qui 
contient le diviseur O + + Q- v . 

Par le diagramme (2.4) D v est la duale de E v , où E v est la courbe elliptique 
de la décomposition Prym{C n /C) ~ E, q x E, q . 



28 CHAPITRE 2. PREUVE DE LA CONJECTURE DE DOLGACHEV 



D'un autre côté, on veut étudier les intersections C n P~ C |30|*. On 
choisit les coordonnées sur (Z/3) 2 de façon que l'image de fj dans A[3] ~ 
(Z/3) 4 soit (00, 10). Il suffit donc d'analyser l'intersection de C avec le plan 
de points fixes correspondant à fj = (1,00,10) G H[3]. On notera ce plan 
P 2 , s'il n'y a pas de confusion. Le plan P 2 est donc défini par les équations 
Xio = Xn = X12 = X20 = X21 = X22 = (cf. section 1.2). On note 
Xi := Xoi, i = 0,1,2 les coordonnées homogènes de P 2 . Consiérons F = 
l'équation qui définit C (c.f.équation (1.1)). On trouve que 

F n := (3 {Xl + Xf + Xl) + 3(3 1 X X 1 X 2 = 

est l'équation qui définit CflP 2 , où (3q et f5\ sont des scalaires qui dépendent 
de J l . On vérifie aisément que 



dF v dF dF 

(2 ' 5) dxrdx^^ dx blv2 = 3Qb ^ = °> 



pour i = 0, 1, 2 et b £ {00, 01, 02}. Ceci implique que F v / et que 

Sing(CnP 2 ) = P 2 nSingC. 

De façon générale, on a que Sing(C n P~) = P? (~l J 1 = pour tout fj € Ti.[3>], 
car rj agit par translation sur J 1 et donc J 1 ne contient pas de points fixes par 
rj. Par conséquent, les cubiques CnP? sont lisses et contenues dans P?(~lC Sîra . 
Les équations (2.5) assurent la commutativité du diagramme suivant 

P| Ff 



V Y 

V 

p 8 - - »- p 8i 

On a ainsi 



i(c n p^)* = (* o V\){c n p?) = (P o i)(c n p|) c v(c sm ) = c*, 

d'où 

(Cnp?)* c c* np?*. 

On a donc (cf. section 2.4) 

(2.6) 6 = deg(C n P?)* < deg(C* n P-*) = degC* < 6. 

Il en découle que degC* = 6 et donc l'inclusion ci-dessus est en fait une 
égalité. 

Pour tout fj = (t,x,x*) € T~C[3] et pour tout b G (Z/3) 2 on a 

fj-Q b = t 2 x*(2b - 2x) ■ Qb-x- 
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Donc, pour tout p G V, T>(rjp) = (t 2 , x, 2x*)V{p). On en déduit que P~* = 
P(Fix(rf)) C |36|, avec fj' = (t 2 ,x,2x*). 

Définition 2.7.2 Pour chaque r\ G A[3] non-nul, on note D^ l'intersection 
de la sextique C* avec le plan P~ C |30| de points fixes par l'action de r] qui 
contient le diviseur O + O^ + 0_^. 

Remarque : On observe que les cubiques C H P~ sont isomorphes pour les 
fy= (t,x,x*) de même image dans -A [3]. On a donc une copie de la courbe 
D rj > dans chacun des plans P?* = P(Fix(?f)), les plans de points fixes par 
l'action de rj = (x,2x*). 

Proposition 2.7.1 Les sextiques D v et coïncident. 

Démonstration : Étant donné que D n et D v sont des courbes duales de cu- 
biques lisses planes, elles sont des sextiques avec 9 points de rebroussement 
correspondants aux 9 points d'inflexion. Rappelons qu'on a défini l'applica- 
tion ip : J 1 x J 1 — » |30| par 

(a, b) i-> 6^ + Q y + ®- x -y, 

où @ x et Q y sont les seuls translatés du diviseur thêta passant par a et b. 
Par le théorème 2.5.1 on a 

Imt/j = Imcp C C*. 

De plus, par la remarque du lemme 2.5.1 l'image de tp est contenue dans le 
lieu singulier de C* . On a donc 

Im ^ n P? C SingC* n P| Ç Sing(C* n P?) = SingÀ,. 

Par ailleurs, on a Im^ C Sing£> puisque les diviseurs de la forme @ X + Q y + 
Q- x - y proviennent de fibrés vectoriels décomposables, et donc des points 
singuliers de M.. Ainsi on obtient 

Im V n P? C Sing£ n P? Ç Sing(£ n P?) = Sing A,. 

Soit K v := {r]) ± /(ri) ~ (Z/3) x (Z/3). Soient X ,Xi,X 2 des coordonnées de 
P~, elles sont donc fixées par l'action de fj = (t,r)) G 7ï[3]. Observons qu'un 
élément (s, A) G 7i[3], préserve P~ si et seulement si 

M)((s,A) -X,) = ((s, A) • Xj) = ((s,A)(t,rç)) -X, 

pour i = 0,1,2, i.e. si et seulement si (t,rj) et (s, A) commutent , ce qui se 
traduit par (A, rj) = 0. Par conséquent le groupe ^3 x K n ~ TL{3] agit sur les 
coordonnées de P| comme dans (2.3). Observons que par construction D n 
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et D v sont i^— invariantes (cf. section 2.6). 

Soit x G A[3], tel que {x,rj) = 0. Le diviseur Q x + O^+x + &2r)+x € |3© | est 
un point fixe pour l'action de rj, on a donc 

Qx + <3>ri+x + &2 V +x G Imt/j H P~, 

et son orbite par l'action de K v est aussi contenue dans Im-0 n P~. Puisque 
= 9, les points de cette orbite sont les points singuliers de D v et D v . 
Par le corollaire 2.6.1 cela suffit pour conclure que les sextiques D v et D v 
sont identiques. 

□ 

2.8 Sextiques dans P 8 invariantes par le groupe de 
Heisenberg 

Soit V = H®(J l ,C), un espace vectoriel de dimension 9 avec des coor- 
données où b G (Ti/3) 2 . Considérons l'action de Ti[3] dans l'espace des 
sextiques S e V. Comme cette action se factorise par le quotient abélien A[3], 
on considérera l'espace des sextiques A[3]-invariantes (S 6 V) A ^, au lieu de 
l'espace des sextiques Ti [3] -invariantes. 

Lemme 2.8.1 L'espace vectoriel (S & V) A ^ est de dimension 43. 
Démonstration : Par la théorie des représentations (§2.2 [14]) on a 

(2.7) Y, Tr ( a I s6y ) = d[mS oV ■ \A[3]\. 

aeA[3] 

Par ailleurs, par le lemme 2 (§5, Ch. V [7]) on a 

00 1 

V Tr(s | S n V)T n = — — , 

^ detl-sT)' 

?1=0 V ' 

où s est un endomorphisme de V. Dans notre cas l'action d'un élément de 
â G 7i[3] sur V a comme valeurs propres les éléments de fi^. En fait, chaque 
racine cubique de l'unité apparaît avec multiplicité 3. On a donc 

00 1 
V Tria | S n V)T n = — — 

1 

(1 - T 3 ) 3 
= 1 + 3T 3 + 6T 6 + • • • . 
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Pour n = 6 on obtient que Tr(a | S 6 V) = 6 pour tout a G A[3] non nul. 
Donc de l'équation (2.7) il en résulte 

Tr(a | S 6 V) = 6 • 80 + dim S 6 V 

a€A[3] 

= 480 + 3003 

= dimS^V- \A[3}\ 

et on obtient que dimS$V = 3483/81 = 43. 

□ 

Pour chaque 77 G A[3], r\ / on note V v le sous-espace de V (de dimension 
3) des points fixes par l'action de 77 G W[3], où fj est le relèvement de r\ tel 
que P~ C 1 30 1 est le plan distingué (cf. remarque de la page 27). On observe 
que V v = V- v . On considère le groupe K v = (t?)" L /(t?). Puisque l'action de 
TC[3] ~ fi3 x K v sur S 6 V V se factorise par le quotient K v on considérera 
l'espace des sextiques ^-invariantes au lieu de (S 6 V V )' H ^ . Soit 

res v : (S 6 V) A ^ -» (5 6 ^)^" 

l'application restriction. On définit l'application 

z,:=^r e ^:(5V) A [ 3 ]-0(5 6 ^ 

où la somme parcourt les 77 G -A [3], 77 7^ , modulo 77 ~ —77. Le but est de 
décrire le noyau de cette application pour savoir sous quelles conditions les 
restrictions aux sous-espaces des points fixes caractérisent complètement une 
sextique invariante par le groupe de Heisenberg. 

On va d'abord donner une base de l'espace (S 6 V) A W. On note K := 
{(x,00) | x G (Z/3) 2 } et K := {(00, x*) | x* G {^J3) 2 }. Un monôme 
de degré 6, ■■■Z /X6 , est invariant par l'action de K si et seulement si 
fJ>i = 0. On peut donc construire des polynômes A[3]-invariants en faisant 
agir K sur chacun des monômes if-invariants et en prenant la somme sur 
tous les éléments de K. Avec cette méthode on obtient une base de {S 6 V) A ^ 
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comme suit 



<re(z/3) 2 

Z^ + ^Zp avec \x 7^ 0, module- /U ~ — // 

Cr 

y] ZgZ a+fll Z a+ ^ 2 Z a+fM3 avec y^ = 

cr 

3 2 z ï z ï+n z ï+2n avec M # 
E Z ^ CT +^i^+M2^+^i+ M2 avec /ii,/i2 7^ 0, (//i) ^ (p 2 ) 



cr 



avec //i,//2 7^ 0, (/xi) 7^ (/i 2 ) 

6 

avec y m = 0, m ^ fij pour i / j. 



On vérifie que ces éléments forment une base pour (S*V) A ® (cette base est 
écrite explicitement dans l'annexe). On a utilisé le programme Maple pour 
calculer le rang et le noyau de l'application v (cf. Annexe). On a trouvé que 
v est de rang 39 et qu'une base pour Ker v est donnée par 

Wl '■= E Z a+20 Z <T Z a+01 Z a+02 ~ E Z a+l0 Z (r Z cr+0l Z a+02 
cr cr 

W2 '■= E Z a+02 Z a Z a+10 Z a+20 — ^ Z^ +01 Z a Z a+ ioZ a+ 20 
cr cr 

1V3 '■= E Z a+02 Z a Z a+ll Z a+22 — E Z a+01 Z (r Z a+ll Z a+22 
cr cr 

W4 := E Z a+20 Z c Z c +12 Zçj +21 — y] -^CT+lQ^cr-^cr+12-^cr+21- 
cr cr 

L'involution i* : J 1 — > J 1 s'étend à une involution 1 de F agissant par 

1 ■ [Zoo, Z 01, ■ ■ ■ , Z22] [^00, Z -(01), • • • j Z -(22)] = [^00, ^02, . . . , Z n ]. 

Donc i agit aussi sur l'espace des sextiques (S 6 V) A [ 3 ]. Soit (5 6 y) A [ 3 l = 
W+ © VF_ la décomposition en les parties i-invariante et i-anti-invariante 
respectivement. 

Remarque : On observe que i(wk) = —Wk pour k = 1, 2, 3. Donc Ker f C W 7 -, 
d'où W+ n Ker v = {0} . 

Pour tout 77 G A [3] et S G S on a 

i(£ (g) jy) = (g) jy)* ~ t*r/ _1 ~£®JJ, 
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d'où B est A [3] -invariante. D'un autre coté, puisque l'application duale T> 
est 7ï[3]-équivariante on a que la sextique C* est aussi A[3]-invariante dans 
P(V) — P 8 . Soient R et S les polynômes homogènes dans (S 6 V) A ® qui 
définissent B et C* respectivement. 

Proposition 2.8.1 Le polynôme R est i-invariant et S € W + U W-. 
Démonstration : La cubique de Coble est définie par le polynôme 

F=J2 X bQb = o. 
beK 

En appliquant l'involution i on obtient 

b b b 

et donc F est t-invariante. Étant donné que l'application duale V est définie 
par 

V [Qqq{x) : • • • : Q 2 2(x)] 

et iQb(x) = Q-b(x) = Qbi^x), alors V est i-équivariante, d'où S G W + UW_. 

Soit @e = Supp 8(E) avec E G M.. On a montré (cf. proposition 2.2.1) 
que 

Si E G B = {E G M | l*E ~ s E*}, alors E* e B et donc est t-invariante. 
Par conséquent, R € W + U W_. L'action de l'involution t sur F induit une 
décomposition V = V + ®V~, en les sous-espaces associés aux valeurs propres 
{±1}. Si on suppose R G W-, alors la sextique contient l'espace P(V + ) ~ 
P 4 . En effet, si p G V+ alors 

R(p) = R(tp) = t R(p) = -R(p), 

et R(p) = 0. On analysera l'involution t* sur BcM pour donner une esti- 
mation de la dimension du lieu de points fixes. 

Soit E G B un fibré vectoriel i-invariant. 

Cas 1. Supposons E stable. On a donc t*E ~ E 1 * ~ E, i.e. il existe un isomor- 
phisme u : E — > E 1 *. Comme E 1 est stable, l'homomorphisme u~ l o t u : E — > E 
est de la forme Aid, avec A 7^ 0. On a 

det « = det t u = À 3 det u, 

donc A 3 = 1 ; et puisque 'u = À • Id ou, on a A 2 = 1. Donc t u = u. On a ainsi 
que u induit une forme quadratique sur E, autrement dit, E G H l (C, OSO3). 
Par la suite exacte ( 2.1) on obtient que la dimension du lieu des fibrés E G B 
qui sont stables et i-invariants est au plus la dimension de Wc(2, 0), l'espace 
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de modules des fibrés vectoriels semi-stables de rang 2 et de degré 0. Il en 
découle 

dimFix(i*) D B s < 3. 
Cas 2. Supposons F ~ s L\ © Li © L3, avec Lj des fibrés en droites. On a 

t*(Li © L 2 © £3) - © L 2 1 © L 3 1 ~s Li®L 2 ® L 3 . 

Supposons Li ~ L^ 1 . Comme detF ~ Li © L2 © L3 ~ Oc on a L3 ~ Oc 
et donc E ~ s Li © L^f 1 © (9c ■ Par contre, si pour tout i = 1,2, 3, Lj ~ L" 1 
alors Lj € JC[2], ce qui ne rajoute qu'un nombre fini de points fixes. Donc 
dans ce cas la dimFix(/*) < dim Pic(C) =2. 
Cas 3. Supposons E ~ s L © F avec F G Uc{2, stable. On a 

6*(L © F) ~ L -1 © F* ~ s L © F 

car F € Fix(i*), ce qui implique L ~ L -1 et donc L G JC[2], et F* ~ F. En 
combinant avec l'estimation faite dans le cas 2 on obtient 

dimFix(i*) n B ss < dim(W c (2, 0) U Pic(C)) = 3. 

En conclusion, B ne contient pas l'espace P(V+) ~ P 4 et donc R G W+. 

□ 

Lemme 2.8.2 Soient r?, A G A[3] \ {0}, (r?) / (A). Si (r/, A) = 0, a/ors 
avec fj et A relèvements de r] et X respectivement. 

Démonstration : Supposons 77, A G A [3] \ {0} orthogonaux. Donc le groupe 
K V: \ engendré par rj et A, est un sous-groupe maximal isotrope. Donc le 
groupe K~ x engendré par fj et A est un relèvement de K^x dans H.[3>], car 

fj et A commutent. La représentation du groupe de Heisenberg induit une 
représentation de K~ ^ dans V = H ^ 1 , C). Ainsi l'intersection de P~ et P| 

est donnée par le projectivisé de l'espace vectoriel V Kf i' x , l'espace de sections 
invariantes par fj et A. Par la proposition 3 [23] on a 

à\mV Kf i' x = 1, 

ce qui montre le lemme. 

□ 

Lemme 2.8.3 Pour toutrj, A G ^4[3]\{0}, il existe une suite de sous-espaces 

V v = Vp ,V Pl ,...Vp n =Vx 
avec (3i G ^4[3] \ {0}, telle que Vfc n Vp i+1 7^ {0} pour tout < i < n — 1. 
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Démonstration : Par le lemme 2.8.2 il suffit de montrer que pour tout rj, A G 
A[3] \ {0}, il existe une suite rj = (3o, (3\, . . . (3 n = A dans A [3] \ {0} telle que 
/3i_L/3j + i pour tout < i < n — 1. 

Pour tout y* il existe x ^ tel que = 0, donc pour tout (y, y*) G A[3] 

il existe (x, 00) G avec x ^ tel que 

((x,0Q),(y,y*))=y*(x) = 0. 

Comme le sous-groupe K est isotrope, cela suffit pour démontrer la propo- 
sition. 

□ 

Proposition 2.8.2 Soient fj, A G T~i[3] tels que leurs images dans A[3] véri- 
fient les conditions du lemme 2.8.2. Soit E G M tel que 9{E) G P? n P| C 
|30|. Alors E n'appartient pas à B. 

Démonstration : On considère l'application étale de degré 3 

/ : C v — > C 

associée à 77 G A[3] \{0} et soit P = Prym(C v /C), la variété de Prym munie 
de la polarisation M, induite par la polarisation principale de JC n . Soit a 
l'automorphisme de C v qui engendre le groupe de Galois Gal(C v /C). 
Pour tout fibré L G P le fibré de rang 3 f*L est contenu dans M. et est 
invariant par l'action de rj. En effet, par la formule de projection on a 

/„(L) ® r, ~ /*(L ® /*r?) ~ f*(L ® O c J ~ 

On a le diagramme commutatif suivant 

P 

|39| 

Ce diagramme montre que si 9{E) G P? alors -E est de la forme f*(L) avec 
L un fibré en droites dans la variété de Prym P. Supposons E G M. tel que 
6(E) G P? n P|. Donc E ~ avec L G P et E est invariant par l'action 

de A. En utilisant la formule de projection on obtient 

E ~ /*(L) ~ /*(L) ® A ~ /*(L <8> /* A). 

Ceci implique que, soit L®f*\ ~ a*L, soit L(g) f*\ ~ cr 2 *L. Par ailleurs, on 
a démontré précédemment que P ~ Z x Z, où Z est une courbe elliptique 
et que l'automorphisme a de JC V restreints à P prend la forme 

a : (x,y) {-y,x - y), Va;, y G Z. 
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On a que 

r := A + a {A) + a 2 {A)CZ x Z, 

avec A l' anti-diagonale dans Z x Z, est le lieu de ramification de l'application 
(fM '■ P — * 1P|- Soit (x,y) G Z x Z le point correspondant au fibré L. 
Supposons cj*L ® L -1 ~ /*A. Donc le fibré /*A correspond au point 

(a - l)(x, y) = (-y, x - y) - (x, y) = (-y - x, -2y). 

Observons que par construction a*f*X ~ /*À. 

Supposons E G £>, i.e. i*E ~ E* . Alors L appartient au lieu de ramification 
de <pm, autrement dit, (x, y) G T. 

Supposons (x, y) G .4, alors y = — x et /*A correspond au point (0, 2x). On 
a 

a(0,2x) = (-2x,-2x) = (0,2x), 

et donc 2x = 0, ce qui se traduit par f*X ~ 0cv Mais ceci est une contra- 
diction avec l'hypothèse (rj) ^ (A) puisque Ker/* = (rj). 
Si (x,y) G c'(.A), avec i = 1,2 alors a~ l (x,y) G .A. En procédant comme 
avant on obtient (a~ 1 )* f*X ~ (9^ et on arrive à la même contradiction. 
De manière analogue, on démontre que si L /*A ~ a 2 *L alors f*L ~ Oc 
et donc on contredit l'hypothèse (r/) ^ (A). 

□ 

Théorème 2.8.1 Les polynômes S et R définissent la même hyper surf ace, 
i.e.C* = B. 

Démonstration : Par la proposition 2.7.1 on a 

C* np? = 6np?, 

pour tout 77 G 7Y[3] avec projection non-nulle dans A[3], d'où 

S lv„ = e ( î ?) R lv V 

avec e{rj) un scalaire non-nul. Pour tout rj, A G A[3]\{0} tels que V^nV\ 7^ {0} 
on a 

S lv,nv A = e (^) R lv,nv A = e ( A ) R lv„nv A - 

Par la proposition 2.8.2 Ri nv ^ 0, donc e{rj) = e(A). Grâce au lemme 
2.8.3, on déduit que le scalaire e ne dépend pas de rj. On obtient donc l'égalité 

S lv,- eR lv,=° Vrç€A[3]\{0}, 

i.e. S-eR appartient au noyau de l'application v : (S 6 V) A ^ — > ©(S 16 ^)^. 
Donc, par la remarque de la page 32, S — eR G W-. Si S G W- alors eR = 
S — (S — eR) G W-, ce qui contredit la proposition 2.8.1. Donc S G W + et 
S — eR est t-invariante. On a donc 

SF — eR G W+HKeiv = {0}. 

Ce qui achève la démonstration. 

□ 
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Variétés de Prym associées aux 
revêtements n-cycliques d'une 
courbe hyperelliptique 

Soit H une courbe projective, hyperelliptique et non singulière de genre 
g et soit JH ~ Pic°(iî) la jacobienne de H. On fixe un élément rj G JH 
d'ordre n. On note / : C — > H le revêtement étale n-cyclique associé à r\. 
Soit JC la jacobienne de C. 

Soit Nm : JC — > Jiî, ^2riiPi t— > Yl n if(Pi)i l'application Norme de /. On 
appelle variété de Prym P = Prym(C / H) associée au revêtement / la com- 
posante neutre de KerNm. Si a : C — > C est l'automorphisme d'ordre n qui 
engendre le groupe de Galois Gal(C/H), on peut écrire P = Im(l — a). La 
variété P est une sous- variété abélienne de JC de dimension (n — l)(g — 1) 
avec polarisation H induite par la polarisation principale de JC. 
Le but de ces lignes est de montrer que lorsque n n'est pas divisible par 4 la 
variété de Prym P est isomorphe à un produit de jacobiennes. 



3.1 Décomposition de la variété de Prym 

On pose Y = f*(JH). C'est une sous- variété abélienne supplémentaire 
de P dans JC de dimension g. On peut aussi décrire Y comme l'image de 
l'endomorphisme Norme 1 + a + • ■ ■ + <T ra_1 . 

Proposition 3.1.1 La polarisation H sur P est du type ( 1, 1 ,n,...,n). 

(n-2)( 9 -l) g-i 

Démonstration : Puisque / : C — > H est étale l'application /* : JH — > JC 
n'est pas injective ( [20] 11.4.3.). En fait, Ker/* = (77), un sous-groupe de 
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JH[n] d'ordre n. On a donc le diagramme commutatif suivant 




JH/{t]) ~ Y 



où h est une isogénie de degré n. Soit 6 un diviseur thêta dans JC et 
soit M = Y {i* Y ®). On a h*M ~ Oj H {n@ H ) car (/*)*© = ™©H ([20] 
12.3.1.)- D'après [25] (Lemme 2, pag. 232), K(M) ~ {^/{rf), où (r?) 1 - 
est l'orthogonale de (7/) par rapport à la forme de Weil e' 1 *^ : K(h*M) x 
K(h*M) -» C*. Puisque K(h*M) ~ (Z/n) 2 » on obtient donc J\~(M) ~ 
(Z/n) 2 ^- 1 ). Ainsi M est une polarisation du type (l,n, . . . , n) et par [20] 
(Cor. 12.1.5.), H = îpO est du type (1, . . . , 1, n, . . . , n). 

□ 

On note i : H — > iî l'involution hyperelliptique. Par construction on a 
C = Spec(A), où „4 := Oc 7/ • • • r/™ -1 est muni d'une structure de 
Oc-algèbre donnée par un isomorphisme r : Oc — > ï? ra - On considère le 
changement de base 



(3.1) Spec(iM)=i*C^C =5pec(^4) 

/ / 
iî — ^->- iï 



Comme l'involution i agit sur JH par (— 1)jh, on peut choisir un isomor- 
phisme ip : i*rj — > r/ -1 de façon que (^® n = Je/ via r. On obtient ainsi 
un isomorphisme de C?c-algèbres j[ — > = ' ' ' i*f] n ~ l . 

De cette façon on peut identifier i*C à C et j à un automorphisme vérifi- 
ant j 2 = le- Observons que ce relèvement à C de l'involution hyperellip- 
tique n'est pas canonique car il dépend du choix de l'isomorphisme <p. Dans 
[21](Prop. 2.1.) on montre la proposition suivante 



Proposition 3.1.2 Le revêtement C — > P est galoisien avec groupe de Ga- 
lois Gal(C/F l ) = D n = (j, a \ j 2 = a n = 1, jaj = a' 1 ) . 

Le groupe diédral D n = (j, a) contient les involutions j v = ja v pour 
v = 0, ...,n — 1. Soient f u : C — > := C/{j u ) les revêtements doubles 
ramifiés associés à ces involutions. Soit <7j, le genre de C v . On a donc le 
diagramme suivant 
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P 1 

Soit W = {x±, . . . , X2g+2} C P 1 l'ensemble des points de Weierstrass pour le 
revêtement tt : H — » P 1 ; on pose S = {x G W | (7ro/) _1 (x) ne contient pas 
de point fixe par j} et T = W \ S. 

Proposition 3.1.3 

a) Pour n impair les courbes C v sont de genre g v = ^(n — l)(g — 1) pour 
v = 0, . . . , n — 1. 

b) Pour n pair g v = ^(g — 1) + 1 — ^ pour v = 0, . . . ,n — 1. 
Démonstration : 

a) Il suffit de montrer la proposition pour v = 0. On observe que les images 
par / des points fixes par 1' involution j = jo sont des points de ramification 
du revêtement H — > P 1 puisque le diagramme (1) est commutatif. Soit q € H 
un point fixe par i et p G C un relèvement de q. Comme / est un revêtement 
non-ramifié, p est un point fixe par une involution j m de C avec < m < n. 
Puisque n est impair, il existe un unique k modulo n qui vérifie l'équation 
2k = m mod n. Donc, o~ h p € f ^iq) est le seul point fixe par j dans la fibre 
f^ 1 {q). En effet, comme ja = o^ 1 ] on a 

ja k p = ja k j m p = a m ~ k p = a 2k ~ k p = a k p. 

En conclusion S = et on a autant de points fixes par j u que de points de 
ramification du revêtement H — > P 1 . Par la formule de Hurwitz on a 

g(C)-l = 2(g u -l)+g + l, 

et on trouve que g v = \{g{C) - g) = \{n{g - 1) + 1 - g) = \{n - l)(g - 1). 

b) Dans le cas n pair, sur certaines fibres au-dessus des points de ramification 
du revêtement ir, l'involution j n'a pas de point fixe. On observe que si 
p £ Fix(j) alors crïp G Fix(j) et qu'ils sont les seuls points fixés sur la fibre 
f l {f{p))- Donc, par la formule de Hurwitz 

g(C) -l = 2g v -2+\T\ 

\T\ 

et on obtient g v = ^(g — 1) + 1 — 

□ 
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Les automorphismes a et j induisent des automorphismes dans JC, notés 
aussi a et j. Les applications /* : JC„ — > JC sont injectives car les revête- 
ments doubles sont ramifiés. On peut donc considérer les jacobiennes JC U 
comme des sous- variétés abéliennes de JC. Pour tout point c G C on obtient 
le diagramme commutatif 

(3.3) C"-^ JC 

c„^£jc v 

pour ^ = 0, . . . , n — 1, où a c est l'application de Abel-Jacobi. On peut écrire 
JC U = Im(l + j u ) dans JC. De plus, comme a(l + j v ) = (1 + j v --i)o l'auto- 
morphisme a se restreint à des isomorphismes 

a : JC V — » JC u -2 pour z/ G Z/nZ. 

On en déduit que, lorsque n est pair, il y a deux classes d 'isomorphismes de 
jacobiennes qu'on note JCo et JCi ; lorsque n est impair toutes les jacobi- 
ennes JC V sont isomorphes. 

Proposition 3.1.4 Les sous-variétés JC V sont contenues dans la variété de 
Prym P. 

Démonstration : On aP = Ker(l + a + • ■ ■ + o" n_1 )°. D'autre part 

(1 + a + • • • + a n_1 )(l + >) = (1 + a + • ■ ■ + a a ~ x + j + ji + ■ ■ ■ + j n -i) 

se factorise par l'application Norme du revêtement C —> P 1 et donc est 
l'application nulle. En conséquence JC U = Im(l + j u ) C Ker(l + a + • • • + 
cr ra_1 ), et puisque JC U est connexe on a JC U C P. 

□ 

Soient po et pi les projections de JCq x JCi sur les deux facteurs correspon- 
dants. 

Théorème 3.1.1 L'application ip = po + p\ : JCq x JC\ — » P esi «n iso- 
morphisme de variétés abéliennes pour n > 2 non divisible par 4- 

Démonstration : Par la prop. 2.3 dimP = (n — l)(g — 1) =dim(JCo x 
JC±) pour n impair. Lorsque n est pair on obtient de la proposition 2.3 que 
dimJCo = g = %{g-l) + l-t et dimJCi = § (c/-l) + l-s où t + s = 
On a donc dim ( JCo x JC\ ) = (n — 1) (g — 1) . Comme ip est bien un morphisme 
de variétés abéliennes il suffit de montrer que ip est injective. 
Soit (x,y) G JCq x JC\ tel que ip(x,y) = x + y = 0. Alors x = (—y) G 
JCo H JCi. Le lemme suivant montre que nécessairement x = et donc 
aussi y = 0, ce qui termine la preuve. Voir [25] pag. 346 pour le cas n=2. 

□ 
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Lemme 3.1.1 JC n JC\ = {0} 

Démonstration : 

a) Cas n impair. Soit F G JC f] JC 1 C Ker(l - j) (~lKer(l - ji) C Fïx(j,a) ; 

on a donc F G Fix(cr) flPC Fix(cr) n Ker(l + a H h cr™" 1 ) C JC[n]. Par 

ailleurs, comme a* F ~ F et / étant étale cela implique que F = f*L pour 
un fîbré en droites L G JH . Si de plus j*F ~ F, alors 

Mais dans Jiî l'involution i agit par — Ijh, i e. i*L ~ On a donc 

/*L _1 ~ (/*L) _1 ~ /*L et F = /*L est un point de 2-torsion. On conclut 
que F G Fix(j, a) n P C JC[2] n JC[n] = {0}. 

b) Cas n=2m, m impair. Dans ce cas on utilise le résultat suivant qui est un 
cas particulier du Lemme de descente dû à Kempf ( [12], Théorème 2.3) : 

Lemme 3.1.2 Soit X une variété algébrique intègre sur laquelle opère un 
groupe fini G. Soit F un G-fibré vectoriel sur X . Alors F descend à X/G 
si et seulement si pour tout point x G X, le stabilisateur de x dans G agit 
trivialement sur F x . 

Soient Xi := Ci/(a m ) et X := C/{a m ), où a m est une involution qui com- 
mute avec j et j\ . On considère la tour de courbes suivante 



(3.4) 




P 1 

Soit F G JCo H JC\. On sait qu'il existe des fibrés en droites Mi G JCi,i = 
0, 1 tels que q*Mi ~ F. Puisque j et a m commutent Mq est invariante par 
a m . En effet, 

ç5<7 m *M ~ a m *q^M ~ a m *F ~ F ~ q%M . 

Comme go est ramifié, q$ est injective et donc a m *Mo ~ Mo. Observons que 
les points de ramification du revêtement ro : Cq — > Xo, i.e. les points fixes 
par <r m , peuvent être relevés aux points fixes par ja m = j m dans C. En effet, 
soit p G Fix(cr m ) dans Cq et soit p G C tel que qo(p) = p. On a 

qo (a m p)=a m q (p)=a m p = p, 
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donc a m p G qQ 1 (p) = {P,jp}- Comme q : C — > X est non-ramifié, a rn p 7^ p. 
Ainsi fj m p = jp et on a ja m p = j m p = p. 

L'action de a m sur les fibres de Mq au-dessus des points de ramification de 
ro est la même que celle de j m sur les fibres de F au-dessus des points fixes 
par j m dans C puisque ÇqMq ~ F. 

m-\-l 3m-|-l 

Soit x G Fix(j m ) C C, donc x = a 2 y ou bien x = a 2 y où y G Fix(ji). 
On observe que (j m ) = Stab(x) est un sous-groupe conjugué de (ji) qui 
par hypothèse agit trivialement sur F y , donc j m agit aussi trivialement sur 
F x . On en déduit que a m agit trivialement sur Mo jgo ( x ) et par le lemme de 
descente il existe un fibré N G JX tel que TqN ~ M . De façon analogue 
on montre l'existence d'un fibré Ni G JXi tel que r^Ni ~ Mi. 
Comme g*/o ^0 - <f /T^i ^ i 7 on a 

£ := /o*^o ® (/i^i)" 1 GKerg*. 

Puisque g est un revêtement double non- ramifié, (3 2 ~ O x , i.e., /3 G JX[2] 
mais aussi /? G JAo x JXi ~ Prym(X/ H), ce dernier isomorphisme ayant 
été démontré dans le cas a). Comme 

q*(3 ~O c ^ (J*O c ^ a*q*p ~ q*a*(3 

on a cr*/3 G Ker q* . En fait cr*/3 ~ (3 et puisque Prym(X/H) C Ker(l + 
a + • • • + cr™" 1 ), on a G JX[m] n JX[2] = {0}. Ainsi, / *iV ^ /fiVi G 
JX n JXi = {0} par aj et donc F ~ g*O x ^ Oc- 

□ 



3.2 La polarisation 

On considère la polarisation H dans JCqxJC\. On a S = ip*0, où O est la 
polarisation principale dans JC. On pose </> = </>=;: JCo x JCi — ► JCo x JC\. 
Donc est de la forme 




L'application a : JCq —> JCq est la restriction à JCo de la polarisation prin- 
cipale de JC. Or, l'inclusion /g : JCo — ► JC est le pullback d'un revêtement 
double ramifié, et par [20] (12.3.1.) on obtient (/q)*6 = 2O , où O est 
la polarisation principale dans JCo- Ainsi a = <p2e = 2</>e - De façon ana- 
logue, on obtient ô = 2</)q 1 : JC\ — ► JCi, où Oi est la polarisation principale 
dans JCi. 

L'application (3 est l'application qui fait commuter le diagramme 



(3.5) 
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donc (3 = f* o 00 o /q et P = /q ° 4>e ° f± - Pour expliciter /* on considère le 
diagramme commutatif 



(3.6) 



JC 

A 



JC 

Nf. 



J 0e, . . 

JQ — ^ JC, 



pour z = 0,1, obtenu en appliquant le foncteur Pic au diagramme (3). 
Ensuite, en dualisant (6) on a 



(3.7) 



JC 

T: 



JC 

N f; 



JCi — J c, 



pour i = 0,1. On a donc /* = (f)@ t o Nf. oç^ 1 et en utilisant le fait que 
Nf. = 1 + ji on obtient 



p = M°(l+ii)°/o et /3 = ^ 0o o(l+i)o/r. 
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Annexe 



Variables : 

> Z: = array(0. .2,0. .2) ; 

Z := array(0..2, 0..2, []) 

Tableau de polynômes invariants par le groupe de Heisenberg : 

> T:= array(l . .43) ; 

T := array(1..43, []) 
Procédure, l'action du sous-groupe isotrope sur les indices de la base : 

> q:=proc(n,t) RETURN ( (n+t) mod 3 ) end; 

q := proc(n, t) RETURN ((n + t) mod 3) end proc 

L'action du sous-groupe isotrope sur les monômes : 

> Act:=proc(r,s,P) RETURN ( subs( {seq( seq( Z[i, j]=Z[q(r ,i) ,q(s, j)] 

> ,i=0..2),j=0..2 )> ,P ) ) end; 

Act := proc(r, s, P) 

RETURN(subs({ S eq(seq(Z u = Z q{r>i)MaJ) , i = 0..2), j = 0..2)}, P)) 
end proc 

Procédure pour engendrer un polynôme invariant : 

> Gen:=proc(P) RETURN ( sum( ' sum( 'Act (1 ,k,P) ' , '1 '=0 . . 2) ' ,k=0 . . 2) ) 

> end; 

Gen := proc(P) 

RETURN(sum('sum('Act(/, k, P)', T = 0..2)', k = 0..2))end proc 
Remplissage du tableau : 
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> T[l] :=Gen(Z[0,0]~6) ; 

T\ := Z 0j o 6 + -^i,o 6 + ^2,o 6 + Zo,i 6 + ^i,i 6 + -^2,i 6 + ^o,2 6 

> T[2] :=Gen(Z[0,0]~3*Z[0,l]~3) ; 

rn ry 3 7 3 i ry 3 7 3 i 7 3*7 3 i 7 3 7 3 

^2 •— ^0,0 z 0,l + z l,0 ^1,1 + z 2,0 ^2,1 +^0,1 z 0,2 

I 7 3 7 3 | 7 3 7 31V 3 7 3 \ ry 3 ry 3 i ry 3 ry 3 

+^1,1 ^1,2 + ^2,1 ^2,2 + ^0,2 ^0,0 + ^1,2 ^1,0 +^2,2 ^2,0 

> T[3] :=Gen(Z[0,0]~3*Z[l,0]~3); 

Ti 7 37 3 | ry 3 ry 3 i ry 3 ry 3 | ry 3 ry 3 
3 •— z 0,0 z l,0 + z l,0 z 2,0 + z 2,0 z 0,0 + z 0, 1 z l, 1 

1/7 3^7 3 1 ry 3 ry 3 i ry 3 ry 3 i ry 3 ry 3 i ry 3 ry 3 

+■^1,1 z 2, 1 + ^2,1 ^0,1 + z 0, 2 ^1,2 + -^1,2 ^2,2 +^2,2 ^0,2 

> T[4] :=Gen(Z[0,0]~3*Z[l,l]~3) ; 

rp ry 3 ry 3 i ry 3 ry 3 i ry 3 ry 3 i ry 3 7 3 

i4 •— ^0,0 ^1,1 +^1,0 z 2,l +^2,0 ^0,1 + z 0,l ^1,2 

_i_ 7 37 3i7 37 3 i 7 37 3 _j_ 7 37 3 1 7 37 3 
+ z l,l z 2,2 + z 2, 1 ^0,2 +^0,2 ^1,0 + z l,2 z 2,0 +^2,2 z 0,0 

> T[5] :=Gen(Z[0,0]~3*Z[l,2]~3) ; 

t -1 7 37 3 1 7 37 3 1 7 3 7 3|7 37 3 

J 5 •— z 0,0 ^1,2 + z l,0 z 2,2 +^2,0 z 0,2 + ^0,1 z l,0 

17 37 3|7 37 3|7 37 3|7 37 3|7 37 3 
+^1,1 ^2,0 +^2,1 ^0,0 + z 0, 2 ^1,1 + ^1,2 ^2,1 +^2,2 ^0,1 

> T[6] :=Gen(Z[0 ) 0]^4*Z[0,l]*Z[0,2]) ; 

^6 : = -^0, 4 Zo, 1 -^0, 2 + -Zl, 4 ^1, 1 -^1, 2 + -^2, 4 -^2, 1 -^2, 2 
+ Zo, l 4 Z], 2 -^0, + -^1, l 4 ^1, 2 ^1, + -^2, l 4 -^2, 2 -^2, 
+ Zo, 2 4 Zo, Zo, 1 + -Zl, 2 4 ■Z'i, Zl, 1 + Z2, 2 4 Z2, Z2, 1 

> T[7] :KJen(Z[0,0]*Z[0,l]*Z[0,2]*Z[l,0]~3) \ 

T7 := ^0, Zo, 1 Zo, 2 ^1, o 3 + Zi : Zi : 1 Zi : 2 ^2, o 3 + Z2, Z2, 1 -^2, 2 Zo, 

+Zo, 1 Zo, 2 Zo, Zi : i 3 + Zi : 1 Zi ; 2 Zi : ^2, l 3 + -^2, 1 ^2, 2 -^2, -^0, l 3 
+Z], 2 -^0, Z], 1 ^1, 2 3 + Zl, 2 ■Z'i, Zi : 1 2 3 + -^2, 2 -^2, -^2, 1 -^0, 2 3 

> T[8] :=Gen(Z[0,0]*Z[0,l]*Z[0,2]*Z[2,0]~3) ; 

Tg := Zo, o Zo, 1 Zo, 2 ^2, o 3 + ^1, Z\, 1 •Z'i, 2 Zo t o 3 + ^2, ^2, 1 ^2, 2 ^1, 

+Zq, 1 -^0, 2 Zç) t ^2, l 3 + Zl, 1 Zl, 2 Zl, Zo, l 3 + ^2, 1 ^2, 2 ^2, Z\,l 3 
+Zq, 2 Zq, o Zq, 1 Z2, 2 3 + Zi 5 2 Zi t Zi t 1 Zq^ 2 3 + Z2, 2 Z2, o Z2, 1 Z\^ 2 3 



> T[9] :=Gen(Z[0,0]^4*Z[l,0]*Z[2,0]) ; 

Tg := Zq^q 4 Z 10 ^2, o + ^1,0 ^2,0^0,0 + ^2,o 4 ^0,0 ^1,0 
+-Z"o, l 4 ^1, 1^2,1 + Zi t i 4 Z2, 1 ^0, 1 + ^2, l 4 -Zo, 1 -Zl, 1 
+-Z"o, 2 4 -Zl, 2 ^2, 2 + ^1, 2 4 ^2, 2 -Zo, 2 + ^2, 2 4 -Z(), 2 ^1, 2 

> T[10] :=Gen(Z[0 ) 0]*Z[l,0]*Z[2 ) 0]*Z[0,l]^3) ; 

TlO : = -Zo, o -Zl, ^2, -Zo, l 3 + -Zl, o -^2, ^0, Z\, l 3 + ^2, -Zo, ^1, -^2 
+ ^0, 1 ^1, 1 ^2, 1 -^0, 2 3 + -Zl, 1 ^2, 1 -Zo, 1 -Zl, 2 3 + -^2, 1 ^0, 1 -Zl, 1 -^2, 2 3 
+ ^0, 2 -Zl, 2 -^2, 2 Zq^ o 3 + -Zl, 2 ^2, 2 -Zo, 2 -Zl, O 3 + -^2, 2 ^0, 2 -Zl, 2 -^2, O 3 

> T[ll] :=Gen(Z[0 ) 0]*Z[l,0]*Z[2,0]*Z[0,2]^3) ; 

Tu '■= -Zo, o Zi : o Z2 : o -Zo, 2 3 + -Zl, o -Z2, -Zo, Z± t 2 3 + ^2, -Zo, ^1, -^2 
+ -Zo, 1 Z 1; ! zJ 2 , 1 -Z , o 3 + -Zl, 1 zJ 2 , 1 -Z , 1 -Zi, o 3 + -^2, 1 -Zo, 1 -Zi, 1 Z 2 , o 3 

+ ^0, 2 Zi : 2 Z2, 2 Zq, l 3 + -Zl, 2 Z2, 2 Zq, 2 -Zl, l 3 + -Z2, 2 ^0, 2 -Zl, 2 -Z2, l 3 

> T[12] :=Gen(Z[0,0]~4*Z[l,l]*Z[2,2]) ; 

Î12 := -Zo, o 4 Z\ t 1 z?2, 2 + ^1, o 4 ^2, 1 -Zo, 2 + -Z2, o 4 -Zo, 1 -Zi, 2 

+-Zo, l 4 Z\ t 2 ^2, + -Zl, l 4 ^2, 2 ^0, + -Z2, l 4 -Zo, 2 -Zl, 
+ -Z0, 2 4 ^1, -^2, 1 + -Zl, 2 4 ^2, Zq, 1 + ^2, 2 4 -Zo, ^1, 1 

> T[13] :=Gen(Z[0 ) 0]*Z[l,l]*Z[2,2]*Z[0,l]^3) ; 

T13 := Zo : -Zl, 1 ^2, 2 -Zo, l 3 + -Zl, Z2, 1 -Zo, 2 Zi : i 3 + Z2, -Zo, 1 ^1, 2 -^2 
+ -Zo, 1 -Zl, 2 ^2, -Zo, 2 3 + -Zl, 1 Z2, 2 -Zo, -Zl, 2 3 + -Z2, 1 ^0, 2 -Zl, -Z2, 2 3 
+ ^0, 2 -Zl, ^2, 1 -Zo, O 3 + Zi : 2 Z2 : -Zo, 1 2*1, O 3 + -Z2, 2 ^0, -Zl, 1 -Z2, O 3 

> T[14] :=Gen(Z[0,0]*Z[l,l]*Z[2,2]*Z[0,2]~3) ; 

T14 := Zo, -Zl, 1 ^2, 2 -Zo, 2 3 + -Zi, Z2, 1 ^o, 2 ^1, 2 3 + Z2 : -^o, 1 Z± t 2 Z2 

+ ^0, 1 Z*l, 2 -^2, -^0, O 3 + ^1, 1 ^2, 2 -^0, 2*1, O 3 + -^2, 1 ^0, 2 ^1, -^2, O 3 
+ ^0, 2 Z2, 1 ^0, l 3 + Zi : 2 Z2, -^0, 1 2*1, l 3 + -^2, 2 -2"o, -^1, 1 -^2, l' 3 

> T[15] :=Gen(Z[0,0]~4*Z[l,2]*Z[2,l]) ; 

T15 := zJo, o 4 -Zi, 2 ^2, 1 + o 4 ^2, 2 -^o, 1 + -^2, o 4 -^0, 2 2l, 1 

+■^0, l 4 Z\^ ^2, 2 + -Z"l, l 4 ^2, Zq, 2 + -^2, 1^ Zq^ q 2 
+Zq, 2 4 Zi t 1 Z2, + ^"l, 2 4 ^2, 1 Zq,0 + Z2, 2 4 -2"o, 1 Zi : 
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> T[16] :K}en(Z[0,0]*Z[l,2]*Z[2,i;]*Z[l,0;]~3) ; 

Tie := Z q Z12 Z 2) \ Zi 3 + Z\ q Z 2j 2 Zo t i Z 2 ^ + Z 20 Z 02 Z lt i Z 3 

+ Zq : i Zi : Q ^2,2-^1, l 3 + Zi t i ^2,0 ^0,2 -^2, l 3 + -^2, 1 -^0,0 ^1,2 -^0, l 3 
+ ^0, 2 -^1, 1 -^2, Z\ : 2 3 + ^1, 2 ^2, 1 ^0, -^2, 2 3 + -^2, 2 -^0, 1 -^1, -^0, 2 3 

> T[17] :=Gen(Z[0,0]*Z[l,2]*Z[2,l]*Z[2,0]^3) ; 

^17 := Z Z12 Z 2) \ Z 2 ,o 3 + Zi^q Z 2j 2 -^o, 1 -^o, o 3 + -^2,0 ^0,2 ^1, 1 -Zi,o 3 
+ ^0, 1 Zi : q Z 2t2 Z 2j i 3 + Zi 5 1 Z 2 ^q Zq j2 Zq^ i 3 + Z 2> 1 Zo t o ^1,2 Zi : i 3 
+ ^0, 2 Zi : 1 ^2, ^2, 2 3 + Zi t 2 ^2, 1 -^o, -^o, 2 3 + Z 2> 2 ^0, 1 Zi : ^1, 2 3 

> T[18] :=l/3*Gen(Z[0,0]~2*Z[0,l]~2*Z[0,2;]~2) ; 

TV 2v 2v 2iv 2v 2 v 2iv 2 v 2 v 2 
18 •— ^0,0 z 0, 1 z 0, 2 +^1,0 ^1,1 ^1,2 +^2,0 z 2, 1 ^2,2 

> T[19] :=l/3*Gen(Z[0,0]~2*Z[l,0]~2*Z[2,0:]~2) ; 

rp ry 1 ry 2 ry 2 i ry 1 ry 2 V 2 i V 2 V 2 V 2 

^19 •— z 0,0 ^1,0 ^2,0 + z 0, 1 ^1,1 z 2,l +^0,2 ^1,2 ^2,2 

> T[20] :=l/3*Gen(Z[0,0]~2*Z[l,l]~2*Z[2,2]~2) ; 

rp ry 1*7 2 ry 2 i ry 1 ry 2 ry 2 i V 2 *7 2 V 2 

-i20 •— z 0,0 ^1,1 ^2,2 +^1,0 ^2,1 ^0,2 +^2,0 z 0, 1 z l,2 

> T[21] :=l/3*Gen(Z[0,0]~2*Z[2,l]~2*Z[l,2]~2) ; 

Tl . ry 2 ry 1 ry 2 i ry 1 ry 1 ry 2 i ry 1 ry 1 ry 2 
21 •— ^0,0 ^2,1 ^1,2 +^1,0 z 0, 1 z 2,2 +^2,0 -^1,1 A), 2 

> T[22] :=l/3*Gen(Z[0,0]*Z[0,l]*Z[0,2]*Z[l,0]*Z[l J l]*Z[l,2]) ; 

T 22 := Zo : o ^o, î -^o, 2 Z± t o ^i, iZi j2 + Zi t o 2a, 1 2^, 2 Z 2j ^2, 1 ^2, 2 
+ ^2, ^2, 1 Z 2j 2 ^0, Zo : 1 Zo ; 2 

> T[23] :=l/3*Gen(Z[0,0]*Z[l,0]*Z[2,0]*Z[0,l]*Z[l,l]*Z[2,l]) ; 

T23 '■= Zo : o Z± t Z 2} ^0, 1 2a, 1 ^2, 1 + -^o, 1 2a, 1 -^2, 1 -^o, 2 2â, 2 2^ 2 , 2 

+ Zq : 2 ^1, 2 Z 2j 2 ^0, -^1, Z 2j 

> T[24] :=l/3*Gen(Z[0,0]*Z[l,l]*Z[2,2]*Z[0,l]*Z[l,2]*Z[2 ) 0]) ; 

T24 := ^o, Zi, 1 Z 2: 2 ^0, 1 Z\ : 2 Z 2: q + Zi t Z 2t 1 Zo 5 2 ^1, 1 Z 2t 2 Zo : q 
+ Z 2: ^0, 1 Z\ y 2 ^2, 1 ^0, 2 -Zi, 

> T[25] :=l/3*Gen(Z[0,0]*Z[l,2]*Z[2,l]*Z[0,l]*Z[l,0]*Z[2,2]) ; 

Î25 : = ^0, Z\ t 2 ^2, 1 -^o, 1 Z\ y Z 2:2 + Zi t Z 2j 2 ^0, 1 ^1, 1 Z 2j ^0, 2 
+ Z 2: ^0, 2 Zi, 1 -^2, 1 -^o, Zi t 2 
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> T[26] :=Gen(Z[0,0]~2*Z[0,l]*Z[l,l]*Z[l,2]~2) ; 

Tl ry 2 ry ry ry 2 | ry 2 ry ry ry 2 i ry 2 ry ry ry 2 

26-— z 0, ^0,1^1,1^1,2 + z l,0 ^1,1^2,1^2,2 + z 2, z 2, 1 z 0, 1 z 0, 2 

+ -^0, l 2 -^0, 2 -Zl, 2 ^1, 2 + Z\, l 2 ^1, 2 ^2, 2 ^2, 2 + -^2, l 2 ^2, 2 -^0, 2 ^0, 2 

+ -^0, 2 2 -^0, -Zl, ^1, l 2 + ^1, 2 2 -Zl, -^2, ^2, l 2 + -^2, 2 2 -^2, -^0, ^0, l 2 

> T[27] :=Gen(Z[0,0]~2*Z[0,2]*Z[l,2]*Z[l,l]~2) ; 

ry 2 ry ry ry 2 , ry 2 ry ry ry 2 i ry 2 ry ry ry 2 

+ 27-— z 0,0 ^0,2^1,2^1,1 +^1,0 ^1,2^2,2^2,1 +^2,0 ^2,2^0,2^0,1 
+ -^0, l 2 -^0, ^1, -Zl, 2 2 + ■Z'i, l 2 ■Z'i, -^2, ^2, 2 2 + -^2, l 2 -^2, -^0, ^0, 2 2 
+ -^0, 2 2 -^0, 1 ^1, 1 Zl, O 2 + ^1, 2 2 ■Z'i, 1 -^2, 1 ^2, 2 + -^2, 2 2 -^2, 1 -^0, 1 -^0, 2 

> T[28] :=Gen(Z[0,0]~2*Z[l J l]*Z[2,l]*Z[0 J 2]~2) ; 

rp ry 2 ry ry ry 2 i ry 2 ry ry ry 2 | ry 2 ry ry ry 2 

^28 •— ^0,0 ^1,1^2,1^0,2 +^1,0 ^2,1^0,1^1,2 +^2,0 ^0,1^1,1^2,2 
+ -^0, l 2 ^i, 2 ^2, 2 %0, O 2 + -^1, l 2 -^2, 2 -^0, 2 -^1, O 2 + -^2, l 2 -^0, 2 ^1, 2 ^2, O 2 
+ -^0,2 2 ^1,0 -^2,0 Zq, l 2 + ^1,2 2 -^2,0 -^0,0 Z\ % \ 2 + Z^-i" -^0,0 ^1,0 ^2, l 2 

> T[29] :=Gen(Z[0,0]~2*Z[l,0]*Z[l,l]*Z[2 J l]~2) ; 

rp ry 2 ry ry ry 2 i ry 2 ry ry ry 2 i ry 2 ry ry ry 2 

J-29 ■— ^0,0 ^1,0^1,1^2,1 +^1,0 ^2,0^2,1^0,1 + z 2, ^0,0^0,1^1,1 
+ -^0,1 2 ^1,1 -^1,2 ^2,2 2 + ^1,1 2 ^2,1 -^2,2 ^0,2 2 + -^2,1 2 -^0,1 -^0,2 ^1,2 2 
+ Zo t 2 2 Zi : 2 Zi : o ^2, O 2 + Zi t 2 2 -^2, 2 -^2, ^0, O 2 + -^2, 2 2 -^0, 2 -^0, ^1, O 2 

> T[30] :=Gen(Z[0,0]~2*Z[l,0]*Z[l,2]*Z[2,2]~2) ; 

T. . ry 2 ry ry ry 2 i ry 2 ry ry ry 2 i ry 2 ry ry ry 2 

30-— z 0, ^1,0^1,2^2,2 +^1,0 ^2,0^2,2^0,2 +^2,0 Z 0,0 Z 0, 2^1,2 

+ -^0, i 2 Zi t i Zi t o ^2, O 2 + Z\ t i 2 i i?2, o ^0, O 2 + Z2, l 2 ^0, 1 -^0, ^1, O 2 

+ ^0,2 2 ^1,2 ^1,1 -^2,1 2 + -Zl,2 2 ^2,2 -^2,1 ^0,1 2 + -^2,2 2 -^0,2 -^0,1 Zi,± 2 

> T[31] :=Gen(Z[0,0]~2*Z[l J l]*Z[l,2]*Z[2 J 0]~2) ; 

Tl ry 2 ry ry ry 2 i ry 2 ry ry ry 2 i ry 2 ry ry ry 2 

31 ■— ^0,0 ^1,1^1,2^2,0 +^1,0 ^2,1^2,2^0,0 +^2,0 z 0, 1^0, 2^1,0 

+ -^0,1 2 -^1,2 ^1,0 ^2, l 2 + -Zl,l 2 -^2,2 -^2,0 ^0, l 2 + -^2,1 2 -^0,2 -^0,0 ^1, l 2 

+ Zq^ 2 2 Zi : o Zi : i ^2, 2 2 + Zi : 2 2 Z2, -^2, 1 ^0, 2 2 + -^2, 2 2 -^0, -^0, 1 ^1, 2 2 

> T[32] :=Gen(Z[0,0]~2*Z[0,l]*Z[l,2]*Z[l J 0]~2) ; 

rj~\ ry 1 ry ry ry 2 1 ry 2 ry ry ry 2 1 ry 2 ry ry ry 2 

J32-=^0,0 ^0,1^1,2^1,0 +^1,0 ^1,1^2,2^2,0 +^2,0 ^2,1^0,2^0,0 
+ Zo t i 2 Zo,2 ^1,0 Z\ % i 2 + Zi t i 2 Z\ t 2 -^2,0 Z2, l 2 + ^2,1 2 -^2,2 -^0,0 ^0, l 2 
+ -^0, 2 2 -^0, ^1, 1 Z\, 2 2 + ■Z'i, 2 2 ■Z'i, -^2, 1 ^2, 2 2 + -^2, 2 2 -^2, -^0, 1 ^0, 2 2 
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> T[33] :=Gen(Z[0,0]~2*Z[0,2]*Z[l,l]*Z[l,0]~2) ; 

Tl ry 2 ry ry ry 2 i ry 1 ry ry ry 2 i ry 1 ry ry ry 2 

33 •— z 0,0 ^0,2^1,1-^1,0 + z l,0 ^1,2^2,1^2,0 + z 2,0 z 2, 2^0, lA),0 

+ Zo, l 2 ^0,0-^1,2 •Z'i, l 2 + •Z'i, l 2 ^1,0 Z 2 ,2 Z 2 , l 2 + Z 2 , l 2 ^2,0-^0,2 Zo,l 2 

+ Zo, 2 2 Zo, 1 Zl, Zl, 2 2 + Zl, 2 2 Zi, 1 Z 2 , Z 2 , 2 2 + Z 2 , 2 2 Z 2 , 1 Zo, Zo, 2 2 

> T[34] :=Gen(Z[0,0]~2*Z[l,0]*Z[2,l]*Z[0,l]~2) ; 

rp ry 2 ry ry ry 2 i ry 2 ry ry ry 2 i ry 2 ry ry ry 2 

J34 •— ^0,0 ^1,0^2,1^0,1 + ^1,0 ^2,0^0,1^1,1 +^2,0 ^0,0^1,1^2,1 
+ -^0,1 2 ^1,1 -^2,2 -^0,2 2 + -Zl, l 2 ^2,1 ^0,2 -^l^ 2 + -^2,1 2 Zo, 1 ^1,2 -^2,2 2 
+ Zo, 2 2 Zi, 2 Z 2 , Zo, 2 + -Zl, 2 2 Z 2 , 2 Zo, Zl, 2 + Z 2 , 2 2 Z], 2 Zi, Z 2 , 2 

> T[35] :=Gen(Z[0,0]^2*Z[l,0]*Z[2,2]*Z[0,2]^2) ; 

*7 2 *7 ry ry 2 \ ry 2 ry ry ry 2 i ry 2 ry ry ry 2 

-^35 •— z 0,0 ^1,0^2,2^0,2 +^1,0 ^2,0^0,2^1,2 +^2,0 ^0,0^1,2^2,2 
+ Zo, l 2 Zi, 1 Z 2 , Zo, 2 + -^1, l 2 Z 2 , x Z , o -Zl, o 2 + -^2, l 2 Z , 1 -^1, -^2, 2 
+ -Zo,2 2 -^1,2 Z 2 ,l Zq^i 2 + Z\^2 2 -^2,2 Zo, 1 Zi,i 2 + ^2, 2 2 Z], 2 Zi, i ^2,1 2 

> T[36] :K}en(Z[0,0]~2*Z[l,0]*Z[0,l]*Z[l,l]~2) ; 

rp ry 2 ry ry ry 2 i ry 2 ry ry ry 2 i ry 2 ry ry ry 2 

J 36 •— z 0,0 ^1,0^0,1^1,1 +^1,0 ^2,0^1,1^2,1 +^2,0 ^0,0^2,1^0,1 
+ -Zo,l 2 ^1,1 -^0,2 -Zl^ 2 + -Zl,! 2 -Z2,l -Zi 5 2 -Z2,2 2 + -Z2, l 2 Zo, 1 -Z2, 2 -Zo,2 2 
+ -Zo, 2 2 -Zl, 2 -Zo, -Zl, O 2 + -Zl, 2 2 -Z2, 2 -Zl, -Z2, 2 + -Z2, 2 2 Z], 2 -Z2, -Zo, O 2 

> T[37] : =Gen (Z [0, 0] ~2*Z [0 , 1] *Z [2, 0]*Z [2,1:1-2) ; 

rp ry 2 ry ry ry 2 i ry 2 ry ry ry 2 i ry 2 ry ry ry 2 

1 37 ■— z 0,0 ^0,1^2,0^2,1 +^1,0 ^1,1^0,0^0,1 + z 2,0 ^2,1^1,0^1,1 
+ -Zo, l 2 -Zo,2 -Z2, 1 -Z2,2 2 + -Zl, l 2 Zi, 2 -Zo, 1 -Zo,2 2 + -Z2, l 2 ^2,2 -Zl, 1 Zi,2 2 

+ -Zo, 2 2 -Zo, -Z2, 2 -Z2, o 2 + -Zi, 2 2 -Zi, -Zo, 2 -Zo, o 2 + -Z2, 2 2 Z2, o -Zi, 2 -Zi, o 2 

> T[38] :=Gen(Z[0,0]-2*Z[0,l]*Z[0,2]*Z[l,0]*Z[2,0]) ; 

T38 '■= -Zo,o 2 -Zo,i -Zo,2 -Zi,o -Z2,o + ^i,o 2 -Zl,l Zi : 2 -Z2,0 ^0,0 + -Z2,o 2 -Z2,l -Z2,2 Z], ^1,0 
+ -Zo, i 2 Z , 2 -Zo, -Zi, 1 -Z2, 1 + Z 1: i 2 Z 1; 2 -Zl, -Z2, i Z , i + -Z2, i 2 Z 2 , 2 -Z2, -Zo, 1 -Zl, 1 

+ -Zo, 2 2 -Zo, -Zo, 1 -Zi, 2 ^2, 2 + -Zl, 2 2 -Zl, -Zl, 1 Z2, 2 Z], 2 + -Z2, 2 2 Z2, -Z2, 1 Z], 2 -Zl, 2 

> T[39] :=Gen(Z[0,0]~2*Z[0,l]*Z[0,2]*Z[l,l]*Z[2 J 2]) ; 

T39 := -Zo, o 2 -Zo, 1 -Zo, 2 -Zi, 1 Z2, 2 + -Zi, o 2 -Zi, 1 Zi, 2 Z2, 1 -Zo, 2 + -Z2, o 2 -Z2, 1 Z2, 2 -Zo, 1 Zi, 2 
+ -Zo, i 2 -Zo, 2 -Zo, -Zi, 2 ^2, + -Zi, i 2 -Zi, 2 Zi, -Z2, 2 -Zo, + -Z2, i 2 Z2, 2 -Z2, -Zo, 2 -Zi, 
+ -Zq, 2 2 -Zo, -Zq, 1 Zi, -Z2, 1 + -Zi, 2 2 Zi, Zi, 1 Z2, Zq, 1 + Z2, 2 2 Z2, Z2, 1 Zq, Zi, 1 
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> T[40] :=Gen(Z[0,0]~2*Z[0,l]*Z[0,2]*Z[l,2]*Z[2,l]) ; 

T 40 := Zq^ 2 -^0, 1 %0, 2 Z\, 2^2,1 + Zi^ q 2 ^1, 1 Z\ % 2 -^2, 2 -^0, 1 + -^2, 2 ^2, 1 ^2, 2 -^0, 2 ^1, i 
+ -^0, l 2 -^0, 2 -^0, -Zl, ^2, 2 + ■Z'i, l 2 ■Z'i, 2 ■Z'i, ^2, -^0, 2 + -^2, l 2 -^2, 2 -^2, ^0, Z\, 2 
+ -^0, 2 2 ^0, -^0, 1 Z\, 1 ^2, + ^1, 2 2 ■Z'i, ^1, 1 ^2, 1 -^0, + -^2, 2 2 -^2, -^2, 1 ^0, 1 ^1, 

> T[41] :=Gen(Z[0,0]~2*Z[l,0]*Z[2,0]*Z[l J l]*Z[2 > 2]) ; 

T41 := Zq^ o 2 Zl, -^2, 1 -^2, 2 + ^1, 2 -^2, Zq, -^2, 1 -^0, 2 + -^2, 2 -^0, ^1, Zq, 1 Zi 5 2 
+ -^0, l 2 ^1, 1 -^2, 1 Z\, 2 Z2, + ■Z'i, l 2 -^2, 1 -^0, 1 ^2, 2 -^0, + -^2, l 2 -^0, 1 ^1, 1 ^0, 2 ^1, 
+ Zo t 2 2 -Zl, 2 -^2, 2 -^1, -^2, 1 + ■Z'i, 2 2 -^2, 2 -^0, 2 ^2, -^0, 1 + -^2, 2 2 -^0, 2 ^1, 2 ^0, Z\, 1 

> T[42] :=Gen(Z[0 ) 0]^2*Z[l,0]*Z[2,0]*Z[l,2]*Z[2,l]) ; 

T42 := -^0, o 2 2*1, Z2, ^1, 2 -^2, 1 + Zi, o 2 ^2, ^0, Z2, 2 -^o, 1 + -^2, o 2 -^o, Z\, -^o, 2 ^1, 1 

+ -^0, l 2 -^l, 1 -^2, 1 ^1, ^2, 2 + -Zl, l 2 -^2, 1 -^0, 1 ^2, -^0, 2 + -^2, l 2 -^0, 1 ^1, 1 ^0, ^1, 2 
+ -^0, 2 2 -^l, 2 -^2, 2 Z\ t 1 ^2, + ^1, 2 2 -^2, 2 -^0, 2 ^2, 1 -^0, + -^2, 2 2 -^0, 2 ^1, 2 ^0, 1 ^1, 

> T[43] :=Gen(Z[0,0]~2*Z[l,l]*Z[2,2]*Z[l,2]*Z[2,l]) ; 

T43 := Zo, o 2 -Zl, 1 ^2, 2 %\, 2 Z2, 1 + -^1, O 2 -^2, 1 ^0, 2 -^2, 2 -^0, 1 + -^2, O 2 -^0, 1 -^1, 2 -^0, 2 ^1, 1 
+ -^0, l 2 -^1, 2 -^2, Zl, ^2, 2 + ^1, l 2 -^2, 2 ^0, ^2, -^0, 2 + -^2, l 2 -^0, 2 ^1, ^0, ^1, 2 
+ -^0, 2 2 -^l, -^2, 1 Z\ t 1 ^2, + ^1, 2 2 -^2, Zq, 1 ^2, \ Zq^q + Z2, 2 2 -^0, ^1, 1 ^0, 1 ^1, 

Procédure pour restreindre aux 4 plans correspondants aux points de 
la forme (x, 00) : 

> H:=proc(P,r,s) x:=P; for j from to 2 do for i from to 
2 do if 

> q(r*i,s*j) <> then x:=subs(Z[i, j]=0,x) else end if od 
od; 

> RETURN(x) end; 

H := proc(P, r, s) 
local x, j, i; 

x :=P; 

for j fromO to 2 dofor i from to 2 do 

ifq(r * i, s * j) ^ Othenx := subs(Zij = 0, x) else end if 

end do 
end do; 

RETURN(x) 

end proc 

> M:= array(l. .39) ; 
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M := array(1..39, []) 

> x:=l; for i from 1 to 43 do if H(T[i] ,0,1)=0 then M[x] :=T[i] ; 

> x:=x+l else end if od: print(x); 

40 

> M2:= array(l. .39) ; 

M2 := array(1..39, []) 

> x2:=l; for i from 1 to 39 do if H(M [i] , 1 ,0)=0 then M2 [x2] : =M [i] ; 

> x2:=x2+l else end if od: 

> print (x2) ; 

37 

> M3:= array(l. .39) ; 

M3 := array(1..39, []) 

> x3:=l; for i from 1 to 39 do if H(M2 [i] , 1 , 1)=0 then M3 [x3] :=M2 [i] ; 

> x3:=x3+l else end if od: 

> print (x3) ; 

34 



> M4:= array(l. .39) ; 

M4 := array(1..39, []) 

> x4:=l; for i from 1 to 39 do if H(M3 [i] , 1 ,2)=0 then M4 [x4] :=M3 [i] ; 

> x4:=x4+l else end if od: 

> print (x4) ; 

31 

On déduit que le rang de l'image de l'application v est au moins 13. 
On réduit à 30 la dimension de l'espace de départ. 

Variables dans un plan de points fixes : 

> Y:=array(0. .2) ; 

Y : = array(0..2, []) 

> with(linalg) ; 

Matrice de coefficients : 

> C:=matrix(144,30) ; 

C := array(1..144, 1..30, []) 

Il y a 36 espaces de sextiques i^-invariantes (S 6 V v ) Kri , chacun 
de dimension 4. 
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Matrice de polynômes restreints aux espaces V v : 

> N:=matrix(36,30) ; 

TV := array(1..36, 1..30, []) 

> for i from 1 to 36 do for j from 1 to 30 do N[i,j] := M4[j] 
od od ; 

Produit scalaire : 

> prod:= proc(u,v,xl,x2) RETURN ( (u*xl + v*x2) mod 3) end; 
prod := proc(w, v, xl , x2) RETURN((-u * xl + v * x2) mod 3) end proc 

Restriction aux sous-espaces de points fixes correspondants aux points 
la forme (01, x*) : 

> for u from to 2 do 

> for v from to 2 do b:=3*u+v+l; 

> for j from 1 to 30 do 

> N[b,j] := subs({Z[0,0]=Y[0] , Z [0 , 2] =w~prod(u, v,0 , 1) *Y [0] , 

> Z[0,1]=Y[0], Z[1,0]=Y[1], 

> Z[l,2]=w~prod(u,v,2,l)*Y[l] , Z[l,l]=w~prod(u,v,l,0)*Y[l] , 

> Z[2,0]=Y[2] , Z[2,2]=w~prod(u,v,l,l)*Y[2] , 

> Z[2,l]=w~prod(u,v,2,0)*Y[2]},N[b,j]); 

> N[b,j] :=subs({w~4=w,w~5=w~2,w~6=l,w~3=l,w~7=w,w~8=w~2, 

> w~9=l,w~10=w },N[b,j]); simplify (N[b,j]) 

> od; od od; 

Remplissage de la matrice de coefficients : 

> for u from to 2 do 

> for v from to 2 do b:=3*u+v+l; 

> for j from 1 to 30 do 

> if coeff (subs({Y[l]=l,Y[2]=l},N[b,j]) > Y[0]~2)=0 

> then C[4*(b-l)+l,j] :=0 

> else C[4*(b-l)+l,j] :=lcoeff (N[b,j] , [Y[0] ,Y[1] ,Y[2]] ,'t') 

> end if ; 

> if coeff (subs({Y[l]=l,Y[2]=l>,N[b,j]) , Y[0]~3)=0 

> then C[4*(b-l)+2, j] :=0 

> else C[4*(b-l)+2,j] :=lcoeff (N[b,j] , [Y[0] ,Y[1] ,Y[2]] , 't') 

> end if ; 

> if coeff (subs({Y[l]=l,Y[2]=l},N[b,j]) , Y[0]~4)=0 

> then C[4*(b-l)+3, j] :=0 

> else C[4*(b-l)+3,j] :=lcoeff (N[b,j] , [Y [0] , Y [1] , Y [2] ] , 't ' ) 

> end if ; 

> if coeff (subs({Y[l]=l,Y[2]=l},N[b,j]) , Y[0]~6)=0 

> then C[4*(b-l)+4,j] :=0 

> else C[4*(b-l)+4,j] :=lcoeff (N[b,j] , [Y[0] ,Y[1] ,Y[2]] , 't') 

> end if ; 

> od: od od; 
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Restriction aux sous-espaces avec rj = (10, x*) : 

> for u from to 2 do 

> for v from to 2 do b:=3*u+v+l; 

> for j from 1 to 30 do 

> N[b+9,j] := subs({Z[0,0]=Y[0] , Z[2,0]=w~prod(u,v,l,0)*Y[0] , 

> Z[1,0]=Y[0], Z[0,1]=Y[1], Z[2,l]=w~prod(u,v,l,2)*Y[l] , 

> Z[l,l]=w~prod(u,v,0,l)*Y[l] , Z[0,2]=Y[2], 

> Z[2,2]=w~prod(u,v,l,l)*Y[2] , 

> Z[l,2]=w~prod(u,v,0,2)*Y[2]},N[b+9,j]) ; 

> N[b+9,j] :=subs({w~4=w,w~5=w~2,w~6=l,w~3=l,w~7=w,w~8=w~2, 

> w~9=l,w~10=w >, N[b+9,j]); 

> simplify (N[b+9,j]) 

> od; od od; 

> for u from to 2 do 

> for v from to 2 do b:=3*u+v+l; 

> for j from 1 to 30 do 

> if coeff (subs({Y[l]=l,Y[2]=l},N[b+9,j]) , Y[0]~2)=0 

> then C[4*(b+8)+l, j] :=0 

> else C[4*(b+8)+l,j] :=lcoeff (N[b+9, j] , [Y[0] ,Y[1] ,Y[2]] , 't') 

> end if ; 

> if coeff (subs({Y[l]=l ) Y[2]=l>,N[b+9,j]) , Y[0]~3)=0 

> then C[4*(b+8)+2, j] :=0 

> else C[4*(b+8)+2,j] :=lcoeff (N[b+9, j] , [Y[0] ,Y[1] ,Y[2]] , 't') 

> end if ; 

> if coeff (subs({Y[l]=l ) Y[2]=l} ) N[b+9,j]) , Y[0]~4)=0 

> then C[4*(b+8)+3, j] :=0 

> else C[4*(b+8)+3,j] :=lcoeff (N[b+9,j] , [Y [0] , Y [1] , Y [2] ] , 't ' ) 

> end if ; 

> if coeff (subs({Y[l]=l,Y[2]=l} ) N[b+9,j]) ,Y[0]~6)=0 

> then C[4*(b+8)+4, j] :=0 

> else C[4*(b+8)+4,j] :=lcoeff (N[b+9, j] , [Y[0] ,Y[1] ,Y[2]] , 't') 

> end if ; 

> od: od od; 

Restriction aux sous-espaces avec rj = (11, x*) : 

> for u from to 2 do 

> for v from to 2 do b:=3*u+v+l; 

> for j from 1 to 30 do 

> N[b+18,j] := subs({Z[0,0]=Y[0] , Z [2,2] =w~prod(u,v, 1 , 1)*Y[0] , 

> Z[1,1]=Y[0], Z[0,1]=Y[1], 

> Z[2 J 0]=w~prod(u,v,l > 0)*Y[l] , Z [1 ,2] =w~prod(u,v,0 > 1)*Y[1] , 

> Z [0 , 2] =Y [2] , Z[2,l]=w~prod(u,v,l,2)*Y[2] , 

> Z[l ) 0]=w^prod(u,v,0,2)*Y[2]},N[b+18,j]) ; 

> N[b+18,j] :=subs({w^4=w,w^5=w^2,w^6=l,w^3=l,w^7=w,w^8=w^2, 

> w~9=l,w~10=w >,N[b+18, j] ) ; 

> simplify (N[b+18,j]) 

> od; od od; 
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> for u from to 2 do 

> for v from to 2 do b:=3*u+v+l; 

> for j from 1 to 30 do 

> if coeff (subs({Y[l]=l,Y[2]=l},N[b+18,j]) , Y[0]~2)=0 

> then C[4*(b+17)+l,j] :=0 

> else C[4*(b+17)+l,j] :=lcoeff (N[b+18,j] , [Y[0] ,Y[1] ,Y[2]] , 't') 

> end if ; 

> if coeff (subs({Y[l]=l,Y[2]=l},N[b+18 ) j]) , Y[0]~3)=0 

> then C[4*(b+17)+2,j] :=0 

> else C[4*(b+17)+2,j] :=lcoeff (N[b+18,j] , [Y[0] ,Y[1] ,Y[2]] , 't') 

> end if ; 

> if coeff (subs({Y[l]=l,Y[2]=l},N[b+18 ) j]) , Y[0]~4)=0 

> then C[4*(b+17)+3, j] :=0 

> else C[4*(b+17)+3,j] :=lcoeff (N[b+18,j] , [Y [0] , Y [1] , Y [2] ] , 't ' ) 

> end if ; 

> if coeff (subs({Y[l]=l,Y[2]=l>,N[b+18 ) j]) , Y[0]~6)=0 

> then C[4*(b+17)+4,j] :=0 

> else C[4*(b+17)+4,j] :=lcoeff (N[b+18,j] , [Y[0] ,Y[1] ,Y[2]] , 't') 

> end if ; 

> od: od od; 



Restriction aux sous-espaces avec rj = (12, x*) : 



> for u from to 2 do 

> for v from to 2 do b:=3*u+v+l; 

> for j from 1 to 30 do 

> N[b+27,j] := subs({Z[0,0]=Y[0] , Z[2,l]=w~prod(u,v,l,2)*Y[0] , 

> Z[1,2]=Y[0], Z[0,1]=Y[1], Z[2,2]=H~prod(u,v,i,i)*Y[l] , 

> Z[l,0]=w~prod(u,v,0,l)*Y[l] , Z[0,2]=Y[2], 

> Z[2,0]=w~prod(u,v,l,0)*Y[2] , 

> Z[l,l]=w~prod(u,v,0,2)*Y[2]},N[b+27,j]) ; 

> N[b+27,j] :=subs({w^4=w ) w^5=w^2,w^6=l,w^3=l,w^7=w,w^8=w^2, 

> w^9=1,w^10=w >,N[b+27,j]) ; 

> simplify (N[b+27, j] ) 

> od; od od; 
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> for u from to 2 do 

> for v from to 2 do b:=3*u+v+l; 

> for j from 1 to 30 do 

> if coeff (subs({Y[l]=l,Y[2]=l},N[b+27,j]) , Y[0]~2)=0 

> then C[4*(b+26)+l,j] :=0 

> else C[4*(b+26)+l,j] :=lcoeff (N[b+27, j] , [Y[0] ,Y[1] ,Y[2]] , 't') 

> end if; 

> if coeff (subs({Y[l]=l,Y[2]=l},N[b+27,j]) , Y[0]~3)=0 

> then C[4*(b+26)+2,j] :=0 

> else C[4*(b+26)+2,j] :=lcoeff (N[b+27, j] , [Y[0] ,Y[1] ,Y[2]] , 't') 

> end if; 

> if coeff (subs({Y[l]=l,Y[2]=l},N[b+27,j]) , Y[0]~4)=0 

> then C[4*(b+26)+3, j] :=0 

> else C[4*(b+26)+3,j] :=lcoeff (N[b+27,j] , [Y [0] , Y [1] , Y [2] ] , 't ' ) 

> end if ; 

> if coeff (subs({Y[l]=l,Y[2]=l},N[b+27,j]) , 

> Y[0]~6)=0 then C[4*(b+26)+4, j] :=0 

> else C[4*(b+26)+4,j] :=lcoeff (N[b+27, j] , [Y[0] ,Y[1] ,Y[2]] , 't') 

> end if ; 

> od: od od; 

> e :=array(l . . 144) ; 

e := array(1..144, []) 

> for i from 1 to 144 do e [i] :=0 od: 

Calcul du rang de la matrice de coefficients et d'une base pour le 
noyau de v : 

> linsolve(C,e, 'r') ; 

[ 0, 0, -t u h, -t 2 , t 2 , -t 3 , t 3 , 0, 0, 0, 0, 0, 
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, ] 

> r; 

27 

Et donc une base pour le noyau de v est donnée par : 



LOI 


:=T[11] 


- T[10] 


LÛ2 


:= T[14] 


- T[13] 


UJ 3 


:=T[17] 


- T[16] 
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